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Предиелов1е. 


Вторая часть пашего курса теор) упругости, посвящепная изел®до- 
вапио деформашй топкихъ стержпей и пластинокъ, составилась изъ 
лекий, читапных» въ Юовскомъ Политехникумв, въ Институтв Инжо- 
перовь Путей Сообщошя и въ послфдпее времл на кораблестроитель- 
помъ отдЁлени Петроградскаго Политехиикума. При выборф маторала . 
для этихъ лекщй приходилось останавливаться главнымъ образомъ на 
задачахъ, представляющихь по свопнъ приложешямь пепосредствонный 
практачесюй интересъ и оставлять безъ разсмотрышя вопросы, хотя и 
интересные, но не имзюлуе техничестаго приложеня. Исходя изъ этихъ 
соображенй, мы пашли возиожнымъ опустить въ патомъ курё® общую 
теорю деформашй топкихъ стержней, разработанную Кирхгофомь и 
Буссинескомъ. Теор!я эта имфеть въ виду главныиъ образомъ тВ случаи, 
когда перемвщеня точекъ дефорниронаппыхъ стержней не являются 
малыми величинами,— т. е. случаи, но имёюще большого ирактическаго 
впалешя, Но твиъ же соображенямъ мы опустили общую теорю дефор- 
мащй тонкихъ пластинокъ, разработаваую Т. Н. МюпеРемь и А. Е. Н. 
Еюув и ограничились приближеннымь выводомъ осповпого дифферев- 
щальнаго ур-я для изогнутой поверхности пластинки, Ур-{ это, какъ 
извёстпо, иметь вполн$` достаточную для практическихь приложен! й точ- 
ность и даеть возможвость изсл®довать не только случаи изгиба пластинокъ 
силами, нормальными къ поверхности пластинки, но также и случаи 
одновременнаго- дфйств!л изгибающихь и сжимающихъ или изгабающихь 
и растягивающихь силъ,. При изслфдоваыи колебавйй мы ограничились 
задачей о колебашяхь стержпей и оставили бевъ разсмотрвня колобаня 
иембранъ, пластинокъ. и товкихъ оболочекъ, относяпфяся къ области 
акустики. Вь твори деформащй тонкихъ оболочекь мы разсмотрёли 
частные случаи’ цилиндрической и сферической оболочекъ, такъ какъ 
только для этихъ случаевь иивются нфкотпрые числовые результаты. 

° представляющие практическ!й интересъ. 


ТУ 


Имфл въ виду практичесыя приложовя, мы по возможности дово- 
двыъ рфшетя выбравпыхь задать до копца, до чи“лепныхь результатовь 
и представляемь эти результаты въ видф таблиць, которыми можпо 
пользоваться при техническихь расчетахъ. 

Въ тёхь слузаяхь, когда точное р®шен!е задачи неизвВстно или 
разыскане этого рётешя связано съ большими трудностями, мы для 
полученя числовыхь результатовь примфняемъ приближенные пр!емы. 
Такъ папримёръ, при изслёдовати ивгиба балки перемфннаго сфчешя, 
ложащей на упругомъ основав, мы пользуемся иетодомъ В’а и по- 
казываемъ на численныхь примфрахъ, что этотъ методъ даетъ достаточно 
точные для практическихь приложешй результаты при сравнительно не- 
большомъ количествв вычислительной работы. Приближепвый премъ 
мы примфняемъ при рёшени ифлаго ряда вопросовъ устойчивости. При 
ивсийдоваши колебан!й мы также пользуемся въ вфкоторыхъ слузаяхъ 
праближенпыми способами для рышешя постазленныхь задачъ. Для 
полученя первыхъ приближешй мы примфняомъ способъ Ваушайгя. 
Дальнфйция приближеня вычисляемь по способу ВИ2’а. При изслёдо- 
вани дёйствя удара на балку и при изучеши большихь прогибовъ 
круглыхь пластинокъ, мы обращаемся къ 'Конечвымь разностямъ и полу- 
чавмъ нужные намъ результаты вычислительныхь путемъ. Тотъ-же вы- 
числительный премъ съ `успёхомъ ‘можеть быть примфненъ къ расчету 
сферическихь оболочекъ, подвергающихся дёйствю симиетрично распре- 
двлениыхь нагрувокъ. . 

Иифя въ виду разнообразныя приложешя, намъ пришлось затронуть 

въ ‚курс довольно большое количество вопросовъ, относящихся къ 
изслфдоватю деформащй стержней и пластинокъ. Расширяя такамъ 
образомъ содержане кнаги, мы пе только хотфли дать руководство для 
нашихъ слушателей, главнымъ образомъ студентовъ кораблестроительнаго 
отдфленя Политехнакума, ветрачающихся съ весьма разнообразныма 
вопросами прочностй въ строательной “механикь корабля, но имфли въ 
виду также студентовь, которые беруть изъ области строительной ие- 
ханики темы для своихь дипломныхь работь*) и тВхь инженеровъ, 
которые интересуются вопросами строительной ‘механики и занимаются 
расчетами различнаго“ рода металлическихь конструкий. Къ этимъ рас- 
четамъ предъявляются въ послёднее вреня. все болбе широк1я требования, 
удовлетворить которымъ не всегда удается при помощи элемептарныхь 
премовъ, обычно излагаемыхь въ курсахъ сопротивлешя матераловъ, 


*) Двпломныя работы обяватольны для студентовъ кораблеотроятельнаго отд. 
Петроградоньго Поянтехпакумь, Въ Ияот. Ияж. Пуг. Сообщ. дапиомяья работа 


по строительной мехапикь можеть быть дапа вЫфото ‘проекть по пранльдной ко- 
ханакВ. 


у 


Въ заключено счатаемъ своинмъ прятпымъ долгоиъ иринести здБеь 
глубокую благодарность лицамъ, оказавшииъь памъ содЪйстйе при 
подготовив къ печати настоящей криги, пропод. Электр. Ипет. Р, В. 
Куровскому, прочитавшему рукопись, препод. Инст. Ияж. Пут. Сообщ. 
К. А. Чалышеву и препод. Пет, Пол. Ипст. Н. И. Виноградову, со- 
гласившиися взять на себя трудъ по чтешю корректуръ. 


С. Тимошенко. 
юз. 
15 аврёли 1116 г. 
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$1. Дафференщальное ур изогнутой оси отержня. 


Въ первой части курса теори упругости мы привели иВсколько точ- 
ныхь рёшевй, относящихся къ изгибу призиатическихь стержней *), 
Изь этихъ рёшен!й слёдуеть, что при изгибВ стержней силами, прило- 
женными по концамъ, имфеть мёсто допущене Бернулли-Эйлера отно- 
сительно пропорщональности кривизны изогнутой оси стержня величин 
соотв тствующаго изгибающаго момента *). Такой результать получается 
лишь при услови вполн опредёленнаго распредфлешя усалй по кон- 
цевымъ сфченяиъ ивгибаемаго стержня. Если это распредвлен!е замё- 
нить другимъ, ему статически эквизалентнымъ, то вблизи кОонНЦовЪ про- 
изойдеть значительное измфно!е напряжений и деформащй, Въ сВченяхъ 
же, удаленныхъ оть концовъ, эти измфнен!я весьиа малы (принципъ Сенъ- 
Вепапа), мы можемъ ими пренебрегать и считать справедливымъ допу- 
щене Бернулли-Эйлера. На основаши такяхъ же соображен!Й мы можемъ 
распространить допущен! Бернулли-Эйлера и на случай стержней, взги- 
баемыхь нфоколькими сосредоточенными силами. Вдали отъ мфета при- 
ложешя силь мы съ большой точностью можемъ считать кризизну про- 
порщональной изгибающему моменту. 

Когда мы оть изгиба сосредоточенными силами переходимъ къ случаю 
дЪйствя распредзленныхь нагрузокъ, вадача становится боле сложной. 
Точное рьтен!е, полученвое для ивгиба равномфрно распредфленной на- 
грузкой *), показыяаеть, что въ этомъ случаВ выражене для кризизны 
составляется изъ двухь членовъ, одного пропорщюнальнаго изгибающему 


3) См| Курсъ творя упругости. Ч. 1, стр. 88 и отр. 115. 

*) См. Куроъ твори упругости. Ч. 1, стр. 92 и стр. 188. 

* Курсь твори упругости, Ч. Ь отр, 98, 1. Н. Миюве, Флаг. Г. оё Ма. ч, 82 
'1901). Подробное яздожоше рышешя МевеЙ?я ‘имвется въ куреБ А. Е. Н. Тоув 
яр. 409, кфмедгий перев. 

6. П. Таморонко, 1 


момепту, и другого постояннаго члопа, обусловленнаго отчасти влитемъ 
касательныхь напряженй, отчасти пормальпыми напряжешями, дьйстную- 
щими по площадкам параллольнымъ оси балки. Этотъ постояпный члень, 
прелставляюпий поправку къ гипотез Бернулли-Эйлера, является малой 
велачиной такого порядка, какъ кнадрать отпошегя высоты балки къ ея 
длинЪ. Въ случа тонкихь призматическихь стержпей, мы будемт, этой 
поправкой пренебрегать и при опредфлеши прогибовь нодъ дЬйствемъ 
силъ, лежащихь въ одной изъ главвыхь плоскостей стержня, будем 
исходить изъ ур-я 
м... ....0) 
2 
Зазсь ЮТ--соотвфтствующая жесткость стержия, р— ралЁусъ кривизны 
и М—изгибаюрий момепть въ разсматриваемомъ сЗчеши стержня. Рас- 
полагая коордипатнья осп, какъ указано па чертеж» (1) и ограпичиваясь 
случаемь малыхь прогибовъ, мы можемь ур-+е (1) замфиить такимъ: 


ЕЕ М....:......®) 


На чертеж указапы стрёлками тб паправлеп)я изгабающаго момепта, 
и перорфзывающей силы, кото- 
М рыя мы въ дальнфйшемъ будемъ 
Х припимать за положительныя. 
м ` Лиффорендирозанонъ пзъ ур-я 

м (2) получаомъ ур-я 


у 


‚’. (4) 
Чорт. 1. 

. которыми иногда  прихолитсл 
пользозалься при р8шеви техническихъ задать. Здфсь черезъ 4 обозна- 
чепа ЕНТОПСивность сплошвой нагрузки. За, иоложительнос направлеше 
Этой нагрузки принято направлеше сверху внизъ. Когда поперечпые ра8- 
ыёры стержня нельзя считать ‘малыми по сравпепио съ его длиной и 
желательно получить болфе точное ур-е ‘для изогнутой оеи стержия, 
пужпо въ ур-16 (2), полученное па основаши допушевя Борнулли-Эйлера, 
внести поправку, обусловлеппую отчасти дВйствемъ касательныхъ напуя- 
жен, отчасти” нормальными напряжешями, дйствующими по площад- 
камъ параллельнымь оси балки, Въ тхъ случаяхъ, для которыхъь пимфютея 


точная РЫцениг '), часть поправся, соотьфтетлуницая касательнымь на- 
пряжешямь, имбеть преобладающее значоно. Донустпвъ, что то же 
самое заключеше справедливо для псякиха, пагрузокъ и для балокъ лю- 
бого сВешя, мы можемъ получить иуалитю намь поправку къ ур-Но (2) 
прайзюженныхь способому. Будем исходить пуъ такого пыражешя для 


вривизиы ”). 


@у _ 4», Че... 


а Ш 


ве ау 


етавляя сюда выибсто е,, пе, значейе едиига въ центрё тяжести 
ноперечнаго сфчешя и зпачешя иродольныхь уличен, опредфляомыхь 
по [-амъ Сент.-Венана 


_ ИМ _ М) 
= ра 5 


гд6 площадь попоречиаго сЪфчешя стержля, @—модуль упругости 
при сдвиг и #— численный коэффиепть, зависящий отъ формы сфчешя 
и унругихъ снойству матемала, придемь къ такому дпрферевщальному 
уп-пю 


у м ФМ 
47 = БЛ Ра 6) 


Это урчю придется брать выфсто ур (2), когда желательно пайти 
болёе точное выражоше для изогнутой оси стерзжия. Иптегрируя ур- (2) 
или (5) и принимая при этомь во внимае усломя закрфиленя кон- 
цовъ, мы без особыхъ затрудношй можемъ въ каждомЪ частпомъ случа 
пайти прогибы сторжия и углы поворота отдВльныхь поперечныхь с}- 
чешй. Радъ проствйиихь примВровъ этого рода разобрань въ курс с0- 
противлогия матераловъ и мы въ дальшбйшенъ ограничимся раземот]р6- 
шемъ нЪсколькихь болфе сложпыхъ задаль, относящихся къ изслвлованю 
изгиба балокъ, ложащихь на упругомъ осповаши и балокъ, подвергаю-` 
щихся одповременпому дВйствю изгиба и сжайя или изгиба и 
растяжения. . 

При вычислепи, папряженй мы будемъ предполагать, что въ сфчё- 
Шяхь, удалениыхь отъ мёста приложет!я силъ, величина папряжешй съ 
достаточной для практики точностью опредвляется рёшешями Сенъ- 


*} Сы. случай кругового ойчоши и высокаго прямоугольнаго обчешя при ^ 
ивгобь соботневнымт в#сожт, рышеня Г. В. МюъеЙ'я, Результаты якъ приведены 
въ куроБ А. Е. Е. [оче, отр. 418, нфыоцый перевод. Случай балки зилиптачекаго 
очен, люгибаемой ооботпояйымь вфооуъ, равомотрн Я, М. Хлытчевымт. Сы, 
Изв, Петерб. Полпт. Ияст, Т. ХХШ (1915 1). 

*} Сы. Нуреь ивор!и упругосая, Ч, 1 отр, 188, 


1* 


4 - 


Венана. У точекъ праложеня сосредоточенныхь силъ возникають мфет- 
выя вапряженя, характеръ распредфлев!я которыхъ въ случаз плоской 
деформацщи мы изучали съ достаточной полнотой въ первой части пашого 
курса. Напряжешя эти быстро убывають по мфрё удаленя отъ точки 
приложешя силы и, какъ показывають подробныя вычислен!я, проивзе- 
допныя для нёсколькихъ частпыхь случаевъ '}, мы можемъ въ сбченяхь, 
удаленныхь оть ста приложешя силы на разстояве больтее высоты 
балки, принимать съ достаточной для практики точностью распредвлеше 
напряжешй, соотвЪфтствующее рытенйо Сенъ-Венана. 

Вь заключено отибтимъ, что ур-е (2) часто принфняютЪ не только 
къ призматаческямъ сторжнямъ, но и къ стержнямъ перемВннаго сзчевя. 
Если сВчеяе медленно мёняется вдоль балки, то, какъ показывають нз- 
которыя точныя рёшешя плоской задачи *), напряжешя в деформация 
будуть мало отличаться оть твхъ, которыя получаются для призматяче- 
скихъ стержней и, слёдовательно, ур-емъ (2) можно пользоваться для 
опредвлетшя прогибовъ такихь стержней. Прп этомъ &/ будетъ нФкоторая 
ф-я оть 2, что вужво имть въ виду при составлени ур-й, анелогич- 
пыхъ ур-ямъ (3) и (4). 7 

Если стержень составлень по длинв изъ пфеколькихь частей, при 
ченъ на протяженя каждаго участка сфчеше не мёняется, 10 $р-е (2) 
примфнимо къ каждому участку и справедливо для всвхъ точекъ оси, 
достаточно удаленныхь отъ мфсть сопряжешя участковь различныхь 6- 
ченй. "Въ переходныхь сёчешяхъ возникають мёстпыя папряжен!я, яска- 
жающуя закопъ распредёлен!я напражешй я деформащй. Эти м®ствыя 
напряжения быстро убывають по мёр%`удалевя отъ переходпыхь сёчеяй 
я потому въ тВхъ сяучаяхь, когда поперечные разыфры стержня малы 
по сравненю съ длинами отдвльпыхь участковъ, мы можемъ, пользуясь 
ур-емъ (2), съ достаточной точностью опредёлять прогибы. стержня, . 


#2. Ивтябъ балян, ложащей на оплошномь упрутомъ основаны. 


Въ цфломъ рядф техническихь вопросовъ приходится имфть дЬло 0Ъ 
явгибомъ балокъ, лежащихь ка сплошнонъ упругомъ основав. Предт- 
лагая, что при изгиб такихъ балокъ основане оказываеть реак, пфо- 
поршюнальныя прогябамъ, обозначамъ черевь & величину резки, пу“ 
ходящейся на единицу длипы балки при прогиб равномъ единиий, 
Дифференщальное урфе изогяутой оси балки (4) папишется въ давнои$ 


2) См. ов, РВИ. таль, Воу. 300, 901. 201 (1908 г), 1. Девияъ, Ваотвякь Изёе- 
неровъ 1915 г, у 
*) Ом. Куроь твори упрутооти. 9. 1, отр. 199. 


случа такъ: 
49 
Ви: 0) 


Здвсь 4— интенсивность заданной сплошной пагрузки, Ху-—интенейв- 

. ность реактивпыхь зоздфйствй основашя на балку. Мы проднолагаемтъ, 

что у можеть имвть какъ ноложительныя, такт и отрипательныя значе- 

ня п оспоьан:е препятствуеть не только опускашю, но и подъему балки. 
Вводя для краткости письма обозяачене; 


ИЕ, 


представимъ общий интогралъ ур-я (6), при постоянномь зчачент 4, 
въ такомъ вид: 


з 


у = 1+ Се” сова ® + Св” зтав- О, ** созаи + * 


Ё 


+ бе наи еее + (8) 


Произвольныя постоянныя С,,,..С; въ каждомъ частпомъ случа 
приходится выбирать такииъ образомъ, чтобы были удовлетворены условия 
на коппахь разеизтриваемаго участка балки. Ходъ вычислешй покажемъ 
па нфеколькихь частныхь примфрахъ, имвющихь техническое вначев{е, 


$ 3. Случай безконечио длинной балк. 


Предположимъ, что балка АВ, неограниченной дланы, ложить на 
сплотномъ упругонъ осповащи 
и изгибается сосредоточенной 
силой Р (черт. 2). Кривая 
изгиба въ даппомъ случаЪ, 
очевидно, будеть симметрачиа 
относительно точки приложешя 
силы, прачеиъ прогибы у и про- 
ивводныя у’ 19',. . должны 
быть малыми величинами для 
точекъ весьма удаленныхь отъ Черт..2. 
мЪста приложеня силы. Этим | 
условямъ мы удовлетворимъ, если дяя правой вётви кривой, соотв®т- 
ствующей положительнымь эначемянъ 1, положииъ въ общемъ инте- 


гралв (8) 


6, = 0. 
Кромф того, въ натемч, случай у == 0, слфдонатечьно, 


—** (С, 03а 4- С, зтаз). 


у 


Для опродфлоня произвольныхь постоянныхт. С, и С, воспользуемся 
тЬыъ оботоятельствома, что въ течи ирилолнийя силы касательная къ 
изогпутой оси балки горизонтальна *) н перерфаываняцая сила непоеред- 

я 


ственно справа оть мЬстА ириложешя силы равпа — -.;. 


СлЪдовательо, 
у - ут) РВ 
| 9 #7 | } Е 
Откуда находим, 
р 
С, = С, = зат” 


Вер обетоятельства изгиба балки вт, разсматриваемомь случаЪ опре-” 
двлятся выражошями: 


Р . Ра _, . 
--; 2712 (608 ад 4- тах) == 2 Е" (059% ч- этаж) 


У — бай) 
. р 
М = ЕЛ = у (зах — чтаз) .- 9 
М = Буи = Реновов . 


Для вобхь входящихь вЪ эти выражешя ф-й имЪются гозовыя таб- 
дицы *}, при помощи которыхъ легко можно иайти величину прогиба, 
изгибающаго момепта и перерфзывающей силы въ любомъ сфчеши баяки. 
Пользуясь прииципомъ сложешя дфй- 
стыя силт, легко при помощи ф-лъ 
р (УЗАНИУИИЙА (9) пайти изгибъ балки подъ ДбАствеиь 
системы сосредоточеппыхь сллъ. Везъ 
всякихъ затрудненй мы можемъ перейти 

такжо къ случаю изгиба балки сплошной пагрузкой, расиредёленной яа 
нфкоторомъ протяжепи, Предиоложимъ, панринфрь, что раваомфряо 
` распредфленная нагрузка интенсивности 4 запимаеть участокъ длицок 
ес == (черт. 3). Пользуясь принципомъ сложогия дёйстя сид», 


и 


Чар». 3 


1) Мы вифср`пронеброгавмь втящемъ касательпыхь напряжошй па прогиб» 
1) См. вышь куроъ сопротавлешя мвтераловь 0] ивд. стр. 228. 


7 


найдомь для прогиба балки в. какой-либо точкё А тагое выражен 


р с 
948 . в ЧЕ . 
И (608 аё = зто) -- Зам (05 аё + чо) = 
О ® 
“4 60596. — 6" 60846)... . . (10) 


ели длины с и ©; загрунонинхь участкопь настолько значительны, что 46, 
и &с нродотанляють собой большая чиелв, то пь полученпомь яыраноп!н для у 
можно отбровить двь поелёдшо члена 1) п мы нолучимт, 


4. 


у 


ОзАковатоньно, вдали отт, нонцопт длипиаго авгруженпаго участва можно счи- 
тать, что балка по готей, п приходящаяся ив ноо равиомёриая нагрузка равно- 
ыфрно распредвляотся по осполалию. Жоли паять точку въ конць длиниаго вагру-, 
шенниго участна, положить, паприм®ръ, 0, == (), то получныъ дял этой точки 


т. в. адьъь прогиб будеть циное меньшиыт, чфмъ вт, ран\о пватой точкЪ, Порей- 
демъ топорь къ другому нрайпему случаю, положимь длину загружешиаго участка 
вовьма малой и найдемт, прогибт, соотвЬтотпующиН средипЪ вагруженнаго участка. 
Полагая въ пырежоши (10) 


получимъ 


Февультиль ототь совпадает, съ тёма, что получается для совредоточеплаго 
груза Р= 9. , 

Заыфлиыь адфсь, что, говоря о короткомъ нии длинном авгружеппомъ участи, 
слёдуоть иыфть въ виду отнощеше длины учаотиа иъ длиз® 


ре, 
а 


предетавляюще# длипу вояптъ, образуомыхь осью балки, въ случа дЬЙолния воере- 
доточениой” силы [еы. ф-лы 9]. 

Формудами {9} выгодно пользоваться при раочетЪ рельсъ, подвергающихоя 
дЬНотвНо системы сосредоточениыхь Ерузовъ. Жотя рользъ лежить ив на сплош- 
номъ упругомт, основейн, а па унругихъ поперечипахь, но при вотрьчаощейся 
ив правтниб’ туототв расположен!я Шпаль:й вотрёчеющихся местностяхь рельсъ 
мы получийъ хосмлочно точные результаты, воли ‘убругм опоры вамфиниъ 


т Боля @6.м #с, больше 8, то погрфшность 075 отбравывашя двухъ укаавя- 
ных рышо членовь будать мовьше 5. 


в — 


сплошным упругпи осмовашом» 3). Пусть Д слив, которую пуяшо приложить 
кь шраль въ мёств прикрьюлевй рельса, чтобы вызвать осадну шивлы, равную 
едиппкь, в а-—разстояв!е между осями шпалъ, тогда жесткость # упругаго основа. 
в{, эвыфняющаго упрумя опоры, опредёлится танъ 


Тьмп ие формулами (9) можно поопольаоваться при расчеть нилевой бпякя, 
когда вужио опредфлвть напряжения отъ давлев:В, первдалаомыхь балк попереч- 
ными водовопроопцаемымп пореборками при постанопк судиа ва киль. Далле- 
пя это можпо считать сосредоточенными сяламп. Роль упругаго основашя въ 
этомъ случа будеть играть наборъ кильблоновъ и положенный па нихъ настилъ. 

Прняедемь тахой численный примфръ, 

Моменть пнерши поперечнаго сёчев!я килевой балки 228.10° ст.“ Разетоя- 
в10 оть яейтральнаго слоя до панболёе удалеппаго волокиз равпо г = 194 ет. 
Е=2. 10 Н/©т.2, Разыбры и упругя свойства кильблоковъ таковы, что кипоная 
белка пдавяявается пъ оснопаяе на 1 ст. ори пагрузк& 1380 &1./ем. Слфдовательно, 
Е — 1330 Е] ст. Требуется пайти ваибольшця вапряжен!я, возалкающия въ ипле- 
зой балкз у поперечной переборки, передающей сосредоточенное давлов!е 
Р-- 2000 п. При этихъ даппыхь имфемъ 

4 


а= 


487 


2.124 
— 2? Срд ор ст. 


Р. 
ны Е р = сы 6)... 


2 1680 Кети, 
Польвуясь припцяпомт сложев!я дёНствя силъ, легко опфиить также вл(яе 
сосфдвихЪ первборокъ ва величину вайдевныхь наибольшихь папряжев!й. 
Изь фль (0) легко моясяо получить 
два рыпев!, имфющия практическое ака 
чев:е. Если паять озчевцо, для котораго. 


ож = 


ах=-, 10 въ нёмъ ивгибающЁЙ мо- 


+ 
понтъ равешь нулю и воя правая часть 
балки изгибается поперечной силой, дёН- 
ствующей во ваятомь съчеви. Надле- 
эжащимъ переносомь пачала координать 
сейчась же получимъ отсюда рышеше 
Черт. 4. -- дия случая, представлевнаго ва чертея 

(4). Прогибъ белив выразится при отомъ 


тазиыь образомъ 


а совать ььье, +) 


Выбирая очен, для которвго аш == т ‚ мы, при помощя ф-лъ (9), получавмъ 


рашев!Ю дия олучая, представленного но чертевев (6). Гролибх балки предотавитон 


1) Сы. нашу работу, Нь вопросу о прочности рельсъ, Сборникъ Ипст. Инн. 
› Путей Сообщ, #915 г. 


про этомъ такой ф-ой 


=, па" (вах — аа)... с... . (13) 
Ф-амр (11) п (19) момао восноль- 
зопдться для приблизительной оцьчки ль Хх 


даплевИ! по кильблоки у евфшипвю- 
щихея чветой корпуса судиа. Иху 

воно примёивть такие при опре- 

дАиенги даплоойЙ на оспопан{0, позии- 

кающихь пра спуски судоль. И ль 

томъ и въ другомъ случв® мы отеф- 

каемъ свышявающуюся часть корпуов 

и дЬНоть!в оя замфияемь попорочой У Черт, 5. 

сляой я парой. Равемотривая чоеть 

корпуса, раслонояюппую на основи, 

канъ призмитическую балку большой дляаы, можем воепользоваться ф-аип (11]} и 
(12) дня опредёлошя прогибопъ ы соотийтстиующихь даллен!й па оснонан!е, 


$4. Ивтибъ балки оъ опертыми концаии, лежащей на оплошномь упру- 
гоиъ оонован!н, 


Предноложимъ, что балка АВ съ опертыми концами лежать па 
сплошномъ упругомъ осяовави и изгибается “равномфрпо распродёлон- 
яой нагрузкой интенсивности 4 (черт. 6), Общий интеграяъ (8) диффе- 
ренщальнаго ур-н!я изогнутой оси балки представимт, въ такой фори? '): 


у =7-+ С, тах вах + С, зт ах сйах 


— 6, 003 ха ва + С: 608 ат ей ав .-.. (18) 


Изь условй свы- 
метри заключаем, что 
въ нащемъ случаВ у 
должно представлятьея 
зетной ф-1ой отъ х. Слё- 
довательно, въ общемъ 
интеграл нужно поло- 
жать 


Черт, 6, 


Произвольныя постоянныя С, и С, подберемъ такъ, чтобы на опо- 
рахъ прогибы и изгибающ!е моменты обращались въ нуль, т. е. чтобы 


1) Въ дальвЬйшемь мы пользуемея гиперболическямя ф4яын. Нужныя для пре- 
обровопаы:й ф-лы в табляды вначешй $48 инфютоя въ кнвяжахь Е. Лаваке паб 
Х. Ящёе, РапкЫопевце, 7. ТАбочеЁ!, Табеа 4ег НурокеМалЕопел, 


Вводя для краткости письма обозначете 


=и 


2 


и вставляя выЪсто у сго значен!в, перспяшемь уелоня на КолЦахъ въ 
такому вид *). 


О, зпизйа-- (, сии =0 


С, созцейи — Сузтизьи = 0 
откуда паходимъ: 


4 зп и зв и 9  2утизи 
фо ии со ии = й 2082 -- сА2и 

б 208 и с и 4 20605 ибйи 
ы 1 эй из и р со? ис и й сои -+ сй2и 


Вставляя эти зназевя произвольныхь постоянныхь въ выражение (3) 
и принимая во впимаше, что 


61 ВУ и 


В ЛИ, 


получииь ур-е изогнутой оси балки въ такомъ вид 


ав _ ( —_ Эти зи од бра 
У = дву 089 > сиди 
2 сов исй и 


зат би д езеи . (14) 


__ 99 + ди 


2) При втомъ пользуемся ф-еме 


& 
Сева Фавуна — Вай эй цей оао 


А ; 
дет аж ав): Вот оз пса 


Полагая въ отомъ пыражени = 0. найдамт, дан прогиба по середифи 
такое спачении 


ра 9 { ___ 2омейи | 
а му и ый) 


Вводн для сокращеня письма обозпанеше 


2 воз ей в 


. й (и), 
6058 Ён ‚м. 


получим . 
= 5 
= = ку и 1 -ь@ уе ны (5) 
При халыхь значешяхь # можно положить 
— 5 д 
ф (и) = Еи 


Въ этомъ случаз ф-ла (15) даетъ извфстное выражене для прогиба 

балки съ опортыми концами, нагружейной равпомБриой нагрузкой. 
Значешя $, (и) при различныхь и, приводены въ пиже елбдующей 

таблиць 1. 


Дафферепкируя выражено (14) ло 2, и полагая нотомъ $ = $ ны 
пайдомь уголъ поворота конца балки при изгиб: 
2 52 ти _ 
О ва ЕУ Ги’ ди вди 
= 4. 4... . 96 
= ау... .. 08) 


тдЪ г 
$1 512, — 
ф (@&) 172% 


В 
Рядъ значешй ф-№м Ф, (и) приведен въ таблиц Т. 
Для опродфлешя изгибыющаго момента М, составлявмъ выражеше 


для у". Тогда 
Ви, ти 


е1| . 
сА2 + 6082 


ету! = © 
и Р9у чи ( 


„снах зав — 


— __ бб иеи 3% ах 8 ах ) 
СА 94 -1- 608268 } 


ТАБЛИЦА Г 
р В — ” > 
рее | эм | = 
1000| 1,000 | 1000 | 1,000: 1,00 | 0 
1000| 1000 | 15000 | 10001 0.98% | 02 
03| 0,993! 0,999] 05995] 0,9%] 0999 | 15000 | 15000| 0,995 | оз 
04 | 0979! 0996] 0989’ 0906  од0т | 0999 | 0,989] 0,988 | од 
05 | 05950| 05990' 0,59 0501| 0998 | 05998 | 0,997| 0,961 | 05 
06 | 0901! 0,979; 05919| 0,82| 0585 | одот | 0,904' 0,928 | 05 
ол | 0827| 05| 0859} 0,967| 0973 | 0994 | 0,88} 0866 | от 
08} 0181| 0585! олё!| 0946] 0958 | 0,90 | 0,580] олиг | 08 
09] 069’ 08997 0589 обм! ода | 0984 | 0,69 олоз | 0 
0 | 0498] 0852| оби | 04878] 0808 | 0476 | 0,968] 0,609 | 10 
м | 0,380| 0195 од] 0,880| 0869 | 0:65 | 0,982 оби | м 
12 | .0272| 0128} 0405] ола, 0818 | 0951 0,908 0481; 12 
13 | 0,178] 05658) 0427| орма| оде | 0985 | од74| 0,357 | 13 
а | 00| .0578] 0262] 0,645| олоб | 0516 | 0,888) 0294 | 4 
18 | 00%| 0492] 0208| 0,576} 0548 | 0898 | ол94| 0,242 | 1,5 
16 | -00з| оан| 0161| 0509| 0591 | 0,868 | олат| 0,200 | 1,5 
17 | 0,052 0,336] 0129| 0444 0,587 | 0841 | 0695] 0,166 | ал 
18 | - 0,081] 0,264] 0101| 068 | 0486 | 0,812 | 0,541| 0138 | 18 
19 | -0,102| 05201| 0079| 60,528] 0489 | 0782 | 0,585] 0,46 | 19 
20] —0.07| 0,144] 0,62| 0279} 0297 | 0752 | 0529] 0.099 | 20 
22 | 0183! 0,064| 0487] 0,97] 0,325 | 0,692 | 0,4201 0,042 | 22 
24 | 0135 | 0509] 091|` 0.88] 0,269 | 0,586 | 0591 | 0,056 | за 
28 | —0127| —0061| оби] 00| 0296 | 0588 | 0,5287| 0,43 | 26 
28 | —04| —0,074| 000%! 05060] 0493 | 0542 | олёт| одза | 28 
30 | —0,008| —0,085]| 0,002’ 0,088 одет | 0508 | 0,14! 0028 | 30 
32 | —0д81| —0087| 0,000] 0,023’ 0д46 | одто | 0073] 0,028 | 32 
34 | —0064| —0:082 | - 0001| од12| ‘0199 | 0,442 | 04| 0419 | 34 
36 | 0049 | —0073| —0002| 0008! об | ой | ода | 06 | 36 
38 | —0035| —0/063| --0.002' 0,002] 0104 | 0,394 | 0008! ода] зв 
40 | 004 | —04052| 0002] —0001 0094 | 0575 | —0003| о? | 40 


—в- 


Полагая въ этомъ выражени х = 0, пайдеиъ изгибающ!й момепгь 
для средипы. балки 


9Р 
(ль = Чье... (17) 
тд 
да Вии 
В п Да 605 и 
Разсмотримъ теперь изгибъ наштой балки парою силь М, првложен- 
ной къ л8вому концу (черт. 7). Въ общомъ интеграл (13) будеть въ 


отомъ случа отсутствовать первый членъ и ур-е изогнутой оси пред- 
ставится такъ: 


у= С, таз ох-- С, этажей ох--С, воз аа з# аж-- С, созахенат .. (а) 


Для опредвлешя произвольныхь по- Г’ 
стоянныхь С... С, будемъ имфть ( хх 


четыре такя условя: 


.-1=0; (9),._1=0; 
2 я 
м! 
иг = 0; (у" =— м. 
9..1 =0 4). + 2 
Изъ этихъ условёй находимъ для 
постоянныхь (,,... С, значеяя; Черт. 7. 
с МР | сй и. с03 и 


у ЗЕ) °ш сви соды › 
_ МР 1 _ зи. си 
2 ВЕЛ и си — 05ди 
е-- МР 1 ой и в и 
8 88)’ ди — 605 ди › 


= МР 1 51 ит и 
* ВВ‘ Зи + 008 9и ° 
Полагая въ ур-и (а) изотнутой оси х2=0, вайдемъ прогабъ по 
середин® . 
дно == ВТ о бити, 
== 827 и оби + с08ди 


Для дальнфИшихь придожен!й интересно найти углы поворота кон- 


- И 


цовъ балки ноль дЪйстимт, момента Л. Сославляя производную и’ и 


! 
:;: НОЛучамъ 


полагая въ Пой г = 


(4), - 
.... (8) 


Здесь для сокращеня письма введены обозпаченя: 


3 542% — т 2н 


4. (и) = ; 


2 сии — 00328 


> 


р бризтн — зд и 0084 
=, овни 
" сА2н — 60886 

Для облегчения пычиеленй значентя ф-Й $, (#) и ®, (и) приведены 
въ таблицЪ Г. При безпредььномт убыванш # зивчешя этихъ {-й стре- 
иятея къ одивицв и ф-лы (19) дають въ этомъ случаЪ извфетпыя зиа- 
чешя лля углонь поворота концовт, балки. свободно лежашей на двухъ 
опорахъ и изгибаемой парой силь, приложенцой па конц. 

Составляя производную у”, иы легко вычисляемъ величину изгиба- 
ющаго момвита. Для средины пролета будемт имфть 


„МР 1 бйц. 0088 


(Мьно == — В (у) == 29 а тб ^ (20) 


85. Изгибъ балокъ съ задфланными коицами и неразрёзныхь балокт, 
лежащихь на енлощномъ улругомъь осяовани. 


Пользуясь. принципомъ сложешя дЪёствёя силъ, мы при помощи ф-ль 
(16) и (19) легко рАшаемъ задачу объ изгибЪ балки раваомфрно рас- 
предфленпой нагрузкой при любомъ снособф закрфилен1я концовт. Возь- 
мемъ, папримръ, балку съ абсолютно задфланными концами, Обозна- 
чвыъ через М, величину опорныхъ- момептовъ дяя отого случая. Такь 
кавъ концы балки не поворачиваются, то для опредфленя № можемъ 
написать такое ур-е: 


отбуда 


_ 4 Ч, (и) Рой 23а — 59 и 
12 ва 512 ч-ай Зи 


ти (и) 
о = а Ш), 
ван аи ^ в 


получимъ 


При помощи тфхъ же ф-ль (16} и (19) легко уфшаотся также за- 
дача обь вагибф перазрзной Фалки, ленеицей па синошиомь упруглиъ 
основаи и изгибаемой равиомбрпой пагрузкой. Ходъ рненя таги же, 
какъ и при отсутстви упругаго осповатия. Мы разрьзываемт балку надъ 
опорами и приводимъ такимъ образомъ задачу къ расчету простыхъ ба 
локъ, опертыхъ по коицамъ, Величипы опориыхъ момептовъ пайдутся 
изъ того условя, что падъ каждой опорой искривлениыя оби соприка- 
сающихся участковъ балки должиы ихфть общую касательпую. [ели вы- 
дБлить я-ый и ® -н 1-й пролеты, О бщее сфчеше падъ в 24-08 
опорой и обозначить чорезъ М, Мы и Мн опорные номепты, со. 
отвтетвуюдие м-ой, # -- 1-0й п н-н 2-ой опорамъ, то для праваго 
копца #-аго пролета можно панисать 


‚ 4. М, , Ма, 
у ВЕ БТ - ру 


(2и,). . (а) 


Для лЬваго копца ® -+ 1-аго пролета будем имфть: 


7, М. 
фа бы) к а ф Ой 


й 


у 


...: 0 


Сравнивая (а) и ($), придомь къ такому ур-ио, свявывающеку три 
послфибвательные опориыю момента: 


М. 1. $ (и, + 9 Мне [а и.) + не ф Фи] + 


+ Мьы Од о - ПРИ нд. 9) 


Такихъ ув —й мы жожемъ составить столько, сколько у насъ прохв- 
дуточаыь опоръ. №» „нимь нужно присоедипить еще два ур-м, соста- 
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вляоныя на оснонанм услов!й закрфиления концовъ балки. Р\шая 0о- 
лученную такимъ путемъ систему ур-1й, мы вайемъ всф опорные но- 
ненты, и дальшЬйшее рышев!е зндачи сведется къ расчету балокъ съ 
опертыми копцами, нагружеиныхь равпомфрной нагрузкой и моментами 


по концам. 


$ 6. Раечеть перекреотныхь балокт. 


Тезультьтама послфднихь, двужь перагрефовъ воспользуомсм при расчоть пе. 
ронрестпыкь балонъ, съ которыми приходятоя вотрёчаться пъ стровтельвой меха 
викЬ корабля н въ нъкоторыхъ гидротехничоскикь сооруженяхъ. Продиоложямь, 

что требуетоя расчитать плосноо пере- 
е/^ ... крыЧе съ прямоугольнымъ коптуромъ, 
состояцве наъ пластипы я подкрёпляю- 
щахъ балокъ. Нвгрузка, воспринимаемая 
ваастиной, передвется спстеыф рывпо. 
уделенвыхъ бвлокъ, которыя въ двльз+8- 
момъ будемъ назыветь балками главнего 
ввпранлен:я. Эти балки поддержяввются 
опертой по концамъ перекроотной бал- 
кой АВ (черт, 8). Предположиыт, что вев 
бвлки глазнаго напрепленя одиваново 
ввгружезвы, оперты по коппамъ п имфють 
одонвковое поперечное сёчеве, Вовь: 
мвмъ одну взъ отихъ балокъ. Пусть @ 
обозначеетъ ирпходящуюся на эту балку сплощную пвгруаку, пвредеющуюся оть 
пластины п А--реакцно, оквзывавмую на разсыатривавмую балку иврекрестной 
балкой АП Прогибъ нышой белии въ мфст® соприкасаня ея оъ перекрестной бал- 
кой можеть быть продстввлевъ твкой ф-ой 


у=т0- ВЕ, еее нь, . . @) 


тдф ти В поотояваыо нозффищенты, опродфляемые разыьремн балокъ тлавваго 
вворавлей!я, авковомъ распредфлен!я пвгруакя 0 п мъетомЪъ расположели поре- 
кроотвой белка. Боля @ раопредьлено равяомёрно, плн по авкону трапощи п пв- 
.рокреотпая балк дфлоть пополвмъ балки главнаго нзправленя, то будемъ 
кифтв 


авы НЫ 
1=3 вл’ ЕВ 


Здъсь черезъ { обовначенъ пролотъ ин черезь ЕЛ жесткость бацокъ главнаго 
ввправленя. ОоотпьтствуюнИя величины для перекрестной бадкн обоззачимъ ч6% 
ревь Ё я ДЛ . . 

Шерекрестивя балка изгибается давлошмяын Я, приложевнымя въ мфстах® пе 
росёявщя вя оз бвливыи главнаго напревлен!:я, Давлешя эта, вв оопованн (0), мо- 
гуть быть предствалевы такъ 


еее. + © 


ау 


в= т - 
овп ныфють навменьшов авачён{е эъ ифотахь навбольшаго прогиба перенреотной 
балки. т. в. у сербдивы пролота АВ и достигаютъ наибольшей поличивы у 
конповъ перекрестной балки, гдз прогябы мвлы. Зычполен!е дьзлен!! Д, свяввн- 
нов съ опредфлевемъ прогибовъ, мы выполиамъ слфдурщимъ прибляженаный 
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ирйемомть 1), дающим доститочно точный результаты ири большомь числ балокь 
гливваго вапраёчени 1), 

Заыфиимъ колдоо сосродаточелноо даялето № сплояой нагруакой, павво- 
ифрно распродфиенной на нротамошн д равночт разстоянно мешду балками глав. 
нато павранлеши. Интенсивность 
отов пагрубки па кымломь° Ди ах И. тах 


узйеткй опрюдьяптея дфлошекиь 
соотиётотвующего значены В па 
ллипу а, 
Такимъ образомь ыы отъ 
- нагиба сосродоточопаныии сплами 
переёдомь кь изгибу сллошной 
вагрузной, раенродфлешв которой 
здоль перакростпой балин опре- 
дёллется  стузончетой  лишей 
{черт. 8}. При большомъ числь 
балокь сльмпаго напразлощя мы 
можомъ замфепть ступоочатую 
лвью паавиой крязой п таким обравомъ сводемт расчеть перекроствой балки 
къ паслёдоватию изгиба балки, погружевпой" сплошаой нагрузкой, мфпяющейоя по 
такому закону: ‚ 


Чорт. 9, 


5 


у 
В а в“ — 
ЗдЬсь дия оокращошя письме введены обозначов!я 


а: 
о 
ДДифферосщьлонов уризневю наотнутой ося поронросгной баки наиитегся 


танъ 
В в 


р. 
Е И - №. 


т.е, созершевво совпадаоть съ ур4емъ дая белки съ опертыми ковцами, ложа- 
щей па спаошномъ упругомъ освопышн в пегибаемой равпомфряой нагрувкой, 
Позтому для дальньйшихь вычнслев!й момомъ поспольвоватьск ровультатвыя $ 4, 
Напбольший иагибающй моменть нифоть ыфото по середивф пролета и опредь- 
пвотся на основав! ф-лы (17) тажы 


= под, 


Мнв = в. 
р 


ЧУ 1 3 т _ 
У з-я т ВУВа 
Опредфллть ы, мы легно паходимъ нозлчиву раочетпаго” иягибающаго момента 


при помощи таблицы 1. * 
Вычиолимъ теперь наибольшёо и навменьшее аначой(я давленй Я. Наиболь- 
шее давлов:0 будоть соотифтотвопать крайпвыь баднамъ глезнаго ивправлов!я 


тДЬ 


1) Премъ втоть разработан И. Г. Вубяомшнь, Ом. Строительная механика 
корабля ч. ор. 388. 

*) Волфе иефробиыя вычиолени показынають, что ужю прп четырьгь балкаяь 
тлавиаго паправлевя прлблинейлый методь даеть вполяф удовлетнорительные 
равультоты. Ом. И. Вубновт, Огроит, Мех, я; ‘тр. 318. 


6. [, Тожощеняв, 


Ш 1 — 
Превобрегая эдьсь прогибомъ порвнреотвой белки, пайдемъ па основан (2) 


п. = 19 


мВ 


Бапиовьмоо длвлезе получимт, для ередвей балки главньго напранлошя, "дъ 
прогабъ перекрествой балки равовт, (ф-ла 15) 


98 1 


ао вп -ЕТЬ- 


Вотавляя ого зпачеше прогиба въ 4-пу (5) и принпиая зо внимав!, что ль 
раасматриввономь случа. 


вайдемъ 


При малыхь апечешихь и, т. в. когда балка главнаго направлен восьиа 
тпбка по сравпевйю съ перекрествой балкой, ф4я $, (м) близка къ одипицё и, 
слёдоватольно, В» близко къ К„„. ВсЬ белки главваго направлев!я будуть, при- 
мыфрно, въ такихъ условяхъ, какъ верварфаная балка ва трехъ абсолютно жестких 
т 
2 

При отомъ зпачев?н # средвяя балка главпаго ваправлен!я совершенно ве под. 

держиввется перекрестной белной и работаотъ какъ балка; лежащая ва двух опо- 

рахь. При дальн шемъ возраотвшн м, $-я ф, (и) дёлавтся отрицательной. Лере- 

ирестная балка въ такомъ случаф ставоввтся вредной, танъ какь овв ве только’ не . 

поддержинаеть средввхъ балокт, главнаго пвправленя, в паобороть увеличеваеть 
+ вжь прогибъ, 

Опредфлявъ дявлев:я К, мы бевъ затрудяев!Й можемъ расчитвть бельв глвв- 
наго папрезлешя. Если загруака Ф распродьловв равпомфрпо илп по трепоции, то 
можно ограпичитьоя прозёрной прочвости крайней и средней балокъ главпаго 
направленИя, которымъ соотЕФтотвуетли Внир н Пи, 

Равсмотримъ теперь случай, когда концы перенрествой балки ве могуть сво- 
бодно поворачиваться. При зтомъ услови па морекрестяую балку кромф нагрузка, 
продставлевной ив чертеж (9), будуть дЪйствовать по ковцамъ момевты М’в М”, 
Велизивы отихь момонтовъ, въ случаф упругой аадфлки ковцовъ балки, легко на^ 
ходится при помощи ф-лъ (16) и (19). Если перакрастная балка нерйзрАвная, то 
опорвыв моменты ивходятсл путемъ рьшев!я ур-# (22). Во воякомъ случа опре. 
дьлене моментовъ М’ и М” пегйо выполвяется при условёи польаовняя таблицей Т, 
Зъ дельюф#шомъ намъ понадобитоя полубунме отихъ момбнтовъ, и мы для сокр 
зщен[я письма введемъ обозпачев:а: 

М’ М" 
- р 
гл М, представляеть собой опорный момонть для балки съ абоолютво авдёлан- 
выми концами и опрёдфляется $-0й (21). 

При повфркф ва прочность перекрестной балкп нужно сравнить опорные мо: 
менты Ми М" см М,» кыбющимь ыфсто блпеъ середины пролета. Наибольный 
изъ отижь трехъ моментов н пуяно положить въ основав! в дельнфйшихь раоче- 
товъ. Хотя при поразиыхь опорыхъ момонтажь величина М„„» пе ‘совпадать ов. 
овредипой пролота, во мы моженъ оъ достаточной для ‘прантики Фочпостью зам» 
вить маковмальный моменти монантомь ро сбредикв пролета, 


опоражъ. Съ воврастав!еыъ и, фь (к) убываеть л обращается въ пуль пря и => г. 


хМь 


1 — 


Тогди на основа ф-лъ ор и (20) получимъ 
= 29 Зови воз 


12 сли + с05би' 


Мн = 5 Е од + 


Провпмая по вопмачю равопстпв 
— 199 _ 


Эа чая 


в вставляя выфето ур и 2% пхъ авачен/я, получимъ 


м. 192 [2 злияти 2х св 605 и нии] 
= — Е 57 ей 2 + ео?и ий ` сдЗи + соёба ^вАбы ти] 


Прибавляя в вычитая въ скобнахъ воличипу 
„2 нити 
и м сои 


и пользунсь обоавачевяыи 
2 нити 


за дк овы = 8 
6 Анти 6 вери сов и 342и — и и2ч 8 © ими 5% 508 К 
. _6 =, 


17 ба = с050н в ейди 4 сози `№Эы + он + Ни и 


получвемъ, 


= 79 
Мах = вза [1-9 ъ в) Вх, {= |- 

Вычпсленю М.„, по этой ф-ль, при условн пользовашя таблицей |, пе пред- 
стьвляеть никанихъ звтруднен!, Что квсзется давлен!Н В, то пвибольшев ааъ 
пихъ будеть соотвфтствовать крайнпытъ балочкамь главивго ваправлемя и опре- 
длится по ф-лЬ 


в. 
Вы получится въ ифсть язибольшьго прогибв перекрествой белки. Мы можемъ 
о достаточной для прейтики точвостью воложнть, что ввибольший прогибъ ра- 
ввьъ прогибу по соредпыф. В» такомъ случа ва освовавин ф-ль (15) (18) будемт, 


пы$ть 
МР 1 _ Липы 


бел 0 + ЗЕ ча бы рой 


Встьвиия это въ ф-лу ($) п прявемея во вины! равенство 


19, 


найдемъ 
МР 1 оАчняы 
„= ыы НЫ в ао 


Вставляя выфото М, и $, ихъ звачев и приннмвя во Зинчман® равенство 
. ВЕЛ 
$=19%= аи, 
в. т [| оащейм › пайФы ити Оша ] . 
те В [избы ^^ абы + пи би бы 


Понбалляя в вычитая въ сшобнахь величиву 


вайдемт— 


2 оч ги 
^бРВи Е 209% 
Ра 


и - 


и польаунаь обозцичовяыи 
ии и 
ели. соды 77 15 6) 


2 с05 ней и 


Аи -- сон 


562и — чин Озлиян2и — 2 (И исви-койи 5 #) _ 
Эн разы би но би = о эйЯн ати =, 


полузвемъ 


9 
Вы = 2 КЕ — %) Фо (м) + х 9, (и). 

Опродьаявътакимъ путемт аваченя Вии» В Йа МЫ теперь можем» расчя- 
тать балкл глалнаго вапраипония, Замфтимъ адфсь, что съ поарастащемъ и убываеть 
значеню В„,„. Когда и достигаотъ аоачошя, при котором иыйоть мЪето раленстло 

(фе (в) гиф: 0) =0, 

зеличива Юм обрыщветси изъ нуль п порокростная белке переслаеть поддержя- 
вать средвюю балну глапаго папразлея. Приведеввыя ф-лы впола® рыпають 
вопросъ о расчеть спстемъ съ одной перекроствой балкой, Вь случа пфеноль- 
них перонроствыхь балонъ, памфчопвый здфоь пруемъ расчета призодитъ задачу 
къ рышовйю системы совокуппыхъ диффереящельныхь ур четпертаго порядиа. 
Хотя при’ рьщев!п этих ур-Й п не встрьчается накохъ-либо привцишяльпыть 
затрудвен, во всо зкв ово требуеть довольно большого ноличества пынладокъ ин 
потому мы въ дальн Йшемъ дедныъ другой промъ рёшепы задачн, 


$ 7. Балив пореижниаго озченйя, лежащая на оплешномь упругоиъ 
| основан, 


Въ предыдущихь задачахь мы всегда предполагали сёчен!е балки 
постояннымъ по длин8. Въ техническахъ вопросахъ иногда приходится 
выфть дВло съ болье сложнымъ случаемъ, когда сзчеше балки, лежащей 
да сплошномьъ упругомъ основан, перемВнное. Такую вадачу мы, на- 
примфръ, будемь имфть при опредфлеши напряженй, ВОВНИКАЮЩИХЪ , 
въ корпусов судна при постановкв его въ докъ, при расчетВ цилиндриче- 
скихъ резервуаровъ, отфнки которыхъ имфютъ перемВиную. толщину, при 
раочет® фундаментныхь плить поремфпной толщины и т, д. Мы уже 
условились для балки перемфннаго сёчен!я сохрапять въ сидф допуще- 
н1о Бернулли-Эйлера и потому при вычислен!и прогибовъ будемъ и въ. 
этомъ олучаВ исходить. изъ ур-я: 


Фу 
Е те=- М. 
Послёдовательнымь дифференцированюнъ изходамъ 


вв = м 


ее о... .. 9 


р 


Здфсь величины {и # пиБюте прежея значеня (ем. $ 2). 

Такимъ образом ррщеню задачи сводится къ интегрирован диф- 
ферспшальнаго ур-я (23) четвертаго порядка съ перенфипыми козрифи- 
ептама, Условя па копцахъ балки представляются различно въ зани- 
симости оть способа закрвпленя. Для онертаго коица будемъ имйть 
условия; 

Фу 
ат — =5- 


У=0, 


Для задтлапааго конца условя аапишутся такт: 


Ца свободиомъ концв будемъ инВть: 
Фу ` а 4 
Во, а, (ЕЛ) = 0. 


Лишь въ нфкоторыхъ частныхь случаях ') удается получить рётене 
ур-я (23) въ замкнутой форыВ. Обыкновенно же приходится предста- 
влять ивтегралъ этого ур-1я без- 
конечными рядами или пользо- 
ваться для рётешя приближен- 
пыми способами, 

Различные премы рёшешя 
выяснимъ на отдЬльныхь при- 


израхъ. 
Въ качеств перваго при- 
ира равсмотримъ изгибъ балки , Черт. 10. 


АВ со свободнымъ концомъ 4 
п задвлапнымь концоиъ 8, лежащей па сплошномъ упругомъ- освован!я 
и изгибаемой сплошпой пагрувкой, иЪняющейся по вакопу треугольника 
(черт. 10). \ 

Поперечное сЪчен!в балки прямоугольникъ постоянной ширины, ко- 
торую мы примемъ равной единиц. Высота прямоугольнаго сфченя 
ыфняется по линейному закону и опредфляется ф-ой 


5) Напримфрь, ль томъ случа, когда ширина прямоугольваго попоречивго с- 
чев{я бадии постойвна, а вызотв мфянетоя цо линейному вакочу рёшеше попу- 
чавтоя въ вамннутоё форыф при поможи $4 Весоещя. Сы. А. Дявпикъ. Изв. 
Еналеринооп, Торн. Инот, [914 г, 


Жесткость оснаващя таие иродноложихмь чфняющейся по линсйному 
закопу н положим 


&=А Е '). 
Полагая нь урби (23) х =! и вводя для сокращеня письма 
обозначен я 


РР о пЬЁ 
1=4%6 Вы * ты т, 


представимь его въ таком, видВ: 


пы Фу 
ве -и-. а... 


.. .- (28/} 
Условия на ковнахъ иредетавятся такъ: 


„ @у 4 | г . 
(в)..=° в(8 8). ,=° 


9)... = 


1 


Обиия иотегралъ ур-я (23) будемъ искать въ форм? безконечиаго ряда 


уж АЕ А Ще... 


Вставляя это Въ ур- (23'), мы нутемъ сравневя коэффищевтовь 
устанавливаемь ташя соотоошеня 


А 
ДЕ: 4, = 


А = Ат. 


«= 


о та-у. 


Слфдовательно, искомое рфшене представится такъ: 


у х -- 4 (1 ое уе 
7 


ео 
+ 4: (. им тяя —- .) 


*) Подобиыя условя подучаютоя. ирн расчет цилиндричеонаго ревервуара, ы 
асля толщина стЬнни резервуара мёнлееся по звкову треугольника. См. Т. Рабы}, 
Вегесвлиии т. ВеБ&ега., 1918 г’ 


9$ - 


Полученный результать не представляоть собой пюлнаго интеграла 
ур-я (23'), но въ разсматринаемомъь случа$ условя на лфвомъ копи 
балки (= 0) выполняются, такъ какъ момепть иперши сфчешя при 
Е =0 равень пулю, и наыъ остается удовлетворить лишь условямъ 
на правомъ кондф, что мы можемъ всегда сдфлать падлежащимь выбо- 
ромъ постоявныхь 4 и 4,. 

Полагая для краткости письма 


21 
= и ВИ 
и=т (. ча = 


при ё=1 
Ау + АУ 
Откуда ‚ . 
р 
А | у» | А, = 
ы ть — ры 
Здвсь 
27 47" 
У = — аз аНЫ 
3.25.27 
же — 


Такимъ путсмъ мы получаемъ полкое рёшоню поставленной задачи. 
Вев обстоятельства изгиба вполн® опредфляются величипами ри ^. 

Если бы на лёвомъ концВ балки моментъ инерщи поперочнаго с3- 
чон|я че обращался въ пуль, то намъ для рёшентя задачи пряшлось бы 
обратиться къ полному интеграду ур1я (23!) съ четырьмя произволь- 
ными постояными и“’все ивслёдовате получилось бы болфе сложнымъ '). 

Покажем теперь другой премъ рёшешйя той же задачи, осковалный 
на примнещи начала возможныхь перемфщов!й *). 

Еоли ны черезь Р обозначимъ потевщальную энергю, накопляеную 
при изгиб въ балк и въ упруго освдающемъ основани, а черезь 2” 
ту работу, которую совершаеть изгибающая балку нагрузка на пере- 


1) Сы. Н. Еыевоег, Везор пра Жева 1908 г. отр. 150. 
2) Ом. Еуроь Тор, Упр. ч.1$ 28. 


а — 


ибщешяхь, соотвфтетвукицихь изгибу, то изъ начала возможиыхь иерб- 
изщошй получаем“: 


8—2) =0,..-.-.::.,. (а) 
т. в. приращенюе заключенной въ скобки фи па всякомъ возможномь 
откловени отъ положевя раввоввея должно равняться пулю. Въ ва- 


шемъ случаВ оотенщальная энермя системы составится изъ дВухЪ сла- 
гаемыхъ и можеть быть продставлепа такимъ образомъ: 


В + 
Фу 1 : 
2 ви (#2) 4-5 ду: ах. 
у $ 


Для работы визшвихь свлъ получаемъ выражеше: 


У 


+ 
3 = / ду 4х. 
Припимая во ввинане обозначения: 
* р 
=, ЕЩЕ = У=-, 


Ш азой в 
А Тр › 


представанъ, выражеше (а) въ такомъ видё 


"У # (=) чм = 0...., (2!) 


Сльдовательно, опредлеше ивогнутой формы балки сводатся къ, 
равыскав!ю такого выражешя для прогибовъ у, при которомъ питеграль 


Деу асв 


пробрётаеть зваЧев!е шахиаии иля тпнуюиил, Если`бы мы приравняли 
нулю первую ваМашю этого интеграла, то пришла бы къ ур-ю (23'). 
Мы ножемъ обойти рьшене этого ур-Ёя, если воспольвуемся для опра^ 
двломя ф-ш у методой У, Вт» 1). Мы. представимъ приближенное 
—__ : 


3) Ом. Зопгоы +. теше п, вабтю, Майне, Ва. 185. 


парещеше для исковой ф-и въ пидь ряда: 
и == Е ал, а. 


5 ,.. офи Суть фАи отъ $, выбранных тигимъ образом, что каждая 
изъ нихъ удоилетворястъ па копцахъ балки тКыъ ие условямт, кото- 
рымъ ‚подчинена ф-4я у. Что касзется коэффищентовь 4,,...4„ то 
нхъ мы подберемъ такимъ обравоыъ, чтобы иптегралъ 5, посл подета- 
повки въ него выфсто у выражешя у, имВлъ значеше шахтипи или 
пит, т. е. чтобы были удовлетворены ур-я: 


95, _ 


95. 95. _ 
да = 


д, = 0... 98 


0, 
' 

Вь дапномъ случаё мы получимъ систему липейпыхъ ур-й, изъ кото- 
рой однозначно опродфляемъ всф коэффищенты а,....@, Ф-мф,...ф, вЪ 
разематриваемомъ случа выгодно взять въ видВ цВлыхъ полипомовь. 
Если мы ограничимся тремя членами яда Ъ), то можемъ положить: 

, 


у: = а, &— 1) на, (& — 1 ча, {— 1. 


При этомъ услошя закрёплешя ираваго конца, будуть удовлехворепы, 
такъ какъ взятыя пами ф-1: и ихъ первыя производныя обращаются въ 
пуль при & = 1. Ма лввомъ концВ условя удовлетворяются вслдств!е 
равенства пулю момента инерши поперемпаго сфченя балки при Е = 0\ 
Вставляя у, вывсто у въ выражете интеграла $ и составляя ур-я (с), 
придемъ къ такой систем *): 


асъ къ такимъ результатамъ: 


Рашене этихъ ур4й приводить н: 
При 1 = 10 . 
а, = 0,05869\, а, = 0,0113, а, = — 0.002164 ^ 
при у = 100 7 ` 


в, == 0,01261 А, а, = 0,0212), а, = 0,00079%. 


*} Зти ревудьтьты взяты изъ внлле —Цдтировашной чнври Т. РовоБТ а, К. бравые. 


—о9 — 


Чтобы судить о том», нисколько быстро мы приближаемся къ точ- 
вому рышевно по мрЪ уволичешя числа коэффищептовь @,.. . а, 
приведемъ результаты, которые получаются, если ограничиться лишь 
двумя члепами въ выражсши для у. Значение козффищентовъ при этонъ 


получается слфдующее: 


при 1 = 10, а, = 0,0589 4, а. = 0,00946 ^, 
при т = 100, а; = 0,0124 А, а, = 0,0218. 


Особенно хоропия совиздешя получаются для большихъ значешй т. 

Сравнеше результатовъ приближеннаго рышешя съ тфыъ, которое 
получается на осповаши рфшешл (24), показываеть, что при 7 100 
погрышности въ прогибахь меньше 1°/,, погрЪшность въ величиоф паи- 
большаго изгибающаго момента меньше 2°/. Такая точность является, 
конечно, вполя достаточной для практаческахь приложешй. 

Если моментъ иперщи понеречнаго с®чон!я балки ве обращается въ 
‘пуль на лввомъ концВ балки, фи ф въ разложении (5) приходится под- 
чинить тВмъ же услошямъ, которымъ должна удовлетворить ф4я у Ва 
лВвоиъ конц, т. е, пужно удовлетворить ур-ямъ: 


(=)..- (=). =° 


Е. 
Выбирая эти ф-щи, какъ и раньше, въ видВ цёлыхъ полиномовъ и 
ограничиваясь тремя члепами разложен!я, можно положить: 


ие (1 ежу) ква нае и 


Это выражен!е даеть возможноеть получить съ достаточной для прак- 
таки точностью, какъ прогибъ, такъ и величину наибольшаго изгибаю- 
щаго момента для балокь прямоугольнаго счешя, высота котораго м$- 
няется по закону трапеши или по параболическому закопу, т. е. когда 


ВЕБЫ-ЬЕ 
ВЕ -+ Е. 


илВ 


Указанный вдфсь пренъ изслВдования изгиба можеть быть съ усоф- 
хомъ примфненъ и при другихъ способахъ закрёплев!я концозъ балки, 
8 также при другихъ ваковахь ивыфнешя поперечнаго сфченя. Такъ, 
напримфръ, эта метода не требуеть, чтобы закопъ изизненя «7 вдоль 
оси балки представлялся одной какой-дибо ф4ей. Вась пролетгь бадки 


можеть распадаться на нФсколько участковъ, при чемт. пемфиене сЪче- 
я вдоль кажлаго участка можеть представляться особой ф-1ей. Дальше 
мы увидимъ, что въ цЪломъ рядЁ задачь, относящихся къ изслбдоваию 
изгиба стержней и пластивокъ. нримъиеше методы КИх’ь даетъ прекрас- 
ные результаты и обезпечиваеть достаточную для практики точность при 
сравнительно небольшомъ количеств вычислительной работы. 
Возвращаясь къ нашей задачё объ изгибф балки перемфепаго с%че- 
шШя, лежащей па сплошномъ упругомъ основаши, отыфтимъ здЪеь още 
возможность рЪшеня этого вопроса иутемъ приближоннаго, вычисяи- 
тельпаго способа интегрироватя ур-1я (23). При этомъ пролеть балки 
подраздёляется на рядъ участковь и неличивы у и его производпыхь 
вычисляются послФдовательно для каждаго участка, начинал съ одного 
какого либо конца балки, для котораго величина у и его послфдова- 
тельныя производныя иввЪстны или принимаются равными пЪкоторынъ 
величинамъ, опредфляемымъ изъ условйЙ на копцахъ балки по окончания 
всей вычислительной работы, При этихъ вычислевяхь съ большой вы- 
годой можпо пользоваться приближенвымъ способом С. Випае '). 
Наковоць слфдуеть еще отыфтить графический способъ рёшешя за- 
дачи, основавный на совпадеши упругой лин!и съ нзкоторой веревочной 
кривой. ТЦиемъ этоть съ выгодой можпо употреблять тогда, если есть 
вовможность заранфе намфтить подходя видъ ивогнутой оси балки *), 


$8. Балки, подвергающяоя одновреженному дёйотвню изтяба и ожатя. 


Когда на призматическ!й стержень по оси его дФйствуютъ лишь про- 
"дольныя силы, то он будугь вызывать въ стержнВ растягивающия ити 
сжемаюнщия напряжешя. Но если кромф продольвыхь силъ нифется еще 
и поперечная пагрузка, искривляющая ось стержпя, то мы будемъ имфть 
болфе сложное явлен!е, такъ какъ на изгибъ стержня будуть влять не 
только поперечпыя, но и продольныя силы. Эта вависимость дефорнащй, 
вызывавемыхь продольными силами, отъ раличпости поперечной нагрувки 
асключаеть возможность прамфненя къ продольныхь силамъ принципа 
зложеня дйстья силь и тВыъ усложняеть ршен!е поставленной задачи, 
иивющей весьма широкое техническое вначене. Равсмотрфв!е вадачи 
начнемъ съ простйшаго случал, представлевпаго на чертеж (11) Исходя 
изъ основного дифференцуальнаго ур-Ёя (2) для ивогнутгой оси стержвя, 


1} Изпожен!е сповоба 0. Вправе можно найти зъ прекрасной книжкф У. Зво- 
Че?а, РеаКЫвоВе АваЙуев, вашозающей много полевныть уньвьи)Й по вопробамъ 
приблищенныхь вычёслен! и прибляжезныхь опоообовь интегрироваюя урчй, 

2) Сы. Т. Р8воВ| а. Тегов, Вегоовааор' у. Веб ого, стр. 41. 


о 


напишемъ ур-я для лфвой и для правой части балкп въ такомъ вид: 


@9 _ — в 1% х В = 9 9 


В Чт } 


Вводя для краткости обозпачеше 


8 _ р 
ВУ’ 
Представимъ облце иптегралы наппсанвыхь ур]Й такъ: 


у = ден -- Ви 


у = А, со йе + В, зт — а 4-7“ 


Изь того услошя, что про- 
гибы балки на копцахъ равны 


и 
. с-=В 
5 А с $ -Х вулю, заключаемъ 
А=0; 4 =-— ВН. . 


Недостающя два ур4я для 
опредзлешя произвольпыхь по- 
стоянвыхъ напишемъ, принявъ 

‹ Черт, 1, во влАмане усломя равенства, 

В прогиббвъ и угловъ иаклонд- 
касафельныхь для обоихъ участковъ упругой лини въ точк® прало- 
женя силы Р. Такямь пуземъ получаемъ 


‚`В (в) = В, [т 1 —е) — 99005 1—6] 
ВЕсовй (1— с) = В, [08 (1 — в) + 9Ызть (1 — в)] + р 
откуда. 


‚ Рат с РзтЕ (1—6). 


В= рты: 8 = ЗН 


Такимъ образомъ для лфвой части балки ‘получаемъ 


_ Раш ^, Ре й 
У вред" "№ — о (25) 
Рая ес в Ре чи = Резт с нА. 08) 


ТЕНИ 57, у 9 


— 29 — 

Соотвётствующя вмражешя для правой части балки получаются изъ 
вышонаписанныхЪ, если выфето ‚р поставить {1—4}, выето с величину 
1—си перемфнить зпакъ у у". 

Въ получёнпыя выражен!я поперечная сила Р входить линейно, зто 
же касается продольной силы, то ова входить болфе сложнымъ обра- 
зомъ, т. к. величина /, входящая подъ знакомъ $ и 008, зависить 
отъ 9. Если мы силу Р увеличинъ въ нёсколько разъ, то во столько 
же разъ увеличится и у. При увеличоти же продольшой ‘силы, мы пе 
будемъ получать пропорщональнаго паростаия прогибовъ. Изъ вида 
уруй (а) слёдуеть, что при дЪйссви па балку двухъ силь Р; в Р,, 
прогибъ у, вызываемый этими двумя силами, можеть быть получевъ 
сложешемь прогиба у,, вызваннаго силой Р, и прогиба у,, вызваниаго 
силой Р.. Сила 8 въ обоихъ случаяхъ предполагается одной и той же. 
Слфдовательно, въ лальнфйшенъ мы ножемъ складывать дЪйствя попе- 
речпыхъ нагрузокъ. Для продольныхь же силъ, какъ ужо было сказано, 
приндипь сложев!я дЪйстмя силъ не имфеть мёста. Этими соображе- 
вами воспользуемся для получешя при помощи результатовъ (25) и (26), 
рышенй въ нЪеколькихь частныхь случаяхъ. 

Чтобы упростить видъ получаемыхь ф-ль, будемь дальше пользо- 
ваться такимъ обозначешемъ 

2 372 
= Ри. ее них - (7) 


Если изгибающая сила Р расположена по серодип8 пролета, то про- 
гибъ подъ силой, на основали (25), будетъ 


. (28) 


, __Р. ( я _м РР ии 
5 90 о] "авг 
71 3 и 


Первый иножитель представляоть собой прогибъ балки при отсут- 
сти продольной силы. Второй множитель, которыкъ одфнивается вдЁя- 
ше продольной силы на прогибъ, обращается въ едивиду при м =0я 
воврастаеть съ возрасташемъ м. При м = 5 етоть множитель обра“, 
щается въ безковечность, что соотв®тствуеть критическому вваченйб сжи- 
мающей силы 5. Въ самомъ дЪлВ въ этомъ случаВ 


Ем _ ВЛ 
Вера 


т. в, продольнал сила равняется иввзетной Эйлеровой пагрузкз, 


-% 
Наибольш изгибаюний моменть въ разематриваеиомъ случа$ будеть 
выть ыбёсто по серсдипв пролета. На осповашв (26) опъ равняется 


к, НН _ Ша 
М. =— ВЛ = а... 9) 


Чтобы получить изгибъ балки, сжатов силами 5 п изогнутой парой М, 
приложеноой къ правому копцу, нужно только въ выражен (25) 
положить 

=0; №=М 
тогда получииъ 
М зтфх _ 2 
Уз Е - 7). 


Для вычислевгя угловъ поворота ковцовъ балки" будемъ ямбть 


, моим ° 1 р 
Ч = Бан т) ВЕТ. бы ба (вл 


Е |} м ( 1 1 . #9) 
608 


(= = Г Р ЗЕ Зара — В 
Я \ 1 ЗУ Зи узи  (2и) 


Имфя эти результаты, легко получаемъ, пугемъ сложения, рЪшов!в для 
изгиба балки двумя парами силъ, приложенными по концамъ. Возьмеиъ, 
напримфръ, случай двухъ равпыхъ и прямопротивоположвыхъ паръ М, 
тогда, ы 


НЕ =) Па и) 


У 5 зи 1/13) эм 1 
са 
в 
=: |5 Го (80) 


Углы поворота концовъ пря этомъ; на основани (29’), будуть 
равны: - 
мт | 1 М ци 
9) = а (вы 2и ци =) ЗЕ и „1 


Наибольннй изгибающий моменть получится по серединф. Онъ будеть 
продетавляться такой ф-ой 


м 
= . (82) 
М... = -— ЕЛ ит де. (82) 


- а 


Пользуясь тВмъ же способомь сложешя, мы на основан!и результата 
(25) легко напитемъ выражено для ирогнба въ любой точкё балкв съ 
опертыми концами, изгибаемой системой вертикальныхь силъ Р,, 
Р‚„...Р, и сжимаемой силами 5. Если обозначимь черезъ с, 
с....6, разстояйя точекъ приложешя силъ Р,...Р, оть праваго 
кояца (вначки при этоиъ указывають порядокъ силь, въ котором мы 
ихъ встрфчаомъ, идя оть праваго копда), то для сфчешя балки между 


силами Р, и Р„.:, прогибъ представится такъ 


зп $ 
у= урны, фута 
= 


#12) © 


зай) р | 
м 
р 


Такимъ же образом мы сразу могли бы написать выражен! для 
угла поворота любого сёчемя и для величины изгибающаго момопта 
въ этомъ сфчен!и, пользуясь выражешями (26). 

Оть сосредоточепныхь силъ легко перейти къ сплошпымъ нагрузкамъ, 
нужно только суммироване вамВнить соотв®тетвующихь интегрирова- 
емъ, Возьмемъ въ качеств® примёра балку съ опертыми копцами, на- 
груженную равномфрной нагрузкой интенсивности 9. Для полученя ур-4я _ 


ивогнутой оси нужно только въ выражени (33) выфсто Р, поставить 44с, 
чет 


вывсто Уоомень Г вы%сто Улоолвиь /* 
4=1 0 


ты —= 


Выполняя указанное интегрировано, получпмъ 


1“ 


м 25 
1 


= |; г: 1|— 20-9... 89 
63 э 


Полагая въ этомъ выражент $ =, 


который, на осйованиш обовначеня (27), легко представить въ такой 


—_} 


форыЪ 
2? 


36% — 1 — 


2... . (35) 


Эта ф-ла имфеть такой же характерт, какъ и прежиая. Нрогибъ 
балки ири наличности поперечной нагрузки и продольной силы полу- 
чается умножешемъ прогнба от одвой только поперечной нагрузки на 
пвкоторую ф-№ю отъ аргумента # ‘). Дифференцируя выражене (34) и 
полагая с = 0, получимъ зпаченя угловъ поворота концовъ балки въ 
ТакомЪ вид: 


9 м 
9 2 г щи 
= 5 | Ел ТТТ. 89 
2 3 


Наибольший изгибающий момептъ въ разсматриваемомъ случа будеть 
имВть мВсто по серецив® пролета, и мы его вычислимъ на освоваи 
ур-я упругой лив!и (34) 


Я 
1—5 
М.и = — ЕУ и „= = 
1 608 зу 
_ 22 (1 — 208) . 


. (87) 


8 4? 608 и О 


Ив приведевныхь прикфровъ/яспо видно, что при помощи выра-` 
жешй (25) и (26) мы безъ всякихъ затруднейй можомъ изслёдовать 
изгибъ сжатой балки съ опертыки концами при любой поперечной 
нагруекВ. . 

Если бы изгибающия силы 06 лежали въ главпой илоскости’-балки, 
то каждую изъ силъ пришлось бы разложить на дв составляюция, на- 
правленныя по главнымъ осямъ иперщи поперечнаго сфчешя ‘и потомь: 
отдфльно изелёдовать ивгибъ балки въ каждой изъ главныхь плоскостей 
такъ, какъ это мы двлали выше. 

. При техпическихь расчетахь особый ивтересъ продставляеть ‘вели 
чина запорах напряженй, Въ разсматриваемыхь задачах мы нолу-_ 


з ав $ оть в, входящихь въ ф-лы 98, 29, 89, 86 и др. имфютея водробяня {: 
таблицы шъ работахь 4. П. Фань’дорь-Фцита. Ом. Ивв. Ообр, вю, Шут: Сообщ 
1900—1908 гг. Изв. Пет. Под. Иво», 1904 г. Мы дальлто доемъ прибиищенныя $59 
которыми можно додьнопе’ и при рвочоьят, . 


чаемъ для паибольшаго по абсолютному зпачошю напряженя -лу 


8, М... 
ыы = р-н ти, 


зь которой черезь  обозначепа плошадь поперечнаго сфчешя п черезъ / 
его моменть сопротивлетя ‘). При выбор сфченёя приходится исходать 
изъ опредфлепной величины допускаекыхь вапряжевй и здесь возни- 
каеть вопросъ, иожемъ ли мы въ разсматриваемыхь задачахь брать для 
допускаомаго напряжетя такую же норму, какъ и въ тВхъ случаяхь, 
тд\ вполиф примфнамъ приняцпь сложешя дВйстйя силъ? Предполо- 
жимъ, что Мы въ какомъ либо случаЪ, гдЁ вполнз примфпииъ припкилъ 
сложешя дЪйствя силъ, приняли допускаемое напряжене равпымъ А и 
пусть величина А’ зпачен!е опаспаго, предзльнаго напряженя (папри- 
ифрь, величина папряженя, соотвфтствуюжщаго критической точкь для 
литого желфза), тогда 


и п представляеть собой коаффишщепть безопасности. Еслибы всВ силы, 
двйствуюяуя на разсчитываемую часть, увеличились въ я разъ, то въ силу 
припципа сложешя во столько жо разъ увеличились бы и папряжешя. 
Величипа паибольшаго напряжошя при этомъ достигпеть оцаспаго пре- 
двла А’. Слёдовательно, здВсь коэффищенть бозопасности я показываетъ, 
что мы достигпемь опаснаго предфльнаго напряжешя при увеличовя 
всБхъ силь въ ® разъ, ` 

Кь иному заключеню мы придемъ въ тёхъ случаяхь, когда, какъ 
напримзръ, въ балеВ, подвергающейся дЪйствю изгиба и сжаия, прия- 
дипъ сложешя не примзпииъ, Возьмемъ случай изгиба равпомьрной 
нагрузкой балки, сжимаемой силами 5. Если для нел взять прежнео 
допускаемое папряжет! А и опредфлить поперечные размёры на осно- 
ванн ф-лы: 


че За - 08) 
8 7 с08% 


8 
А=у+ уе ны и + (8) 


то легко видфть, что при увеличеши всзхъ силъ въ и равъ, наибольышя 
напряжешл воврастуть большё чфмъ въ # разъ и преввойдуть опасный 
предвль В’. Въ саиомъ дВлф, при увеличени силь въ и разъ будуть 


1) Центрв тяжести предполегаетох раоположеннымь по середицв вывоты 
эбен. 
6. П. Тамошенко, .. 3 


увеличиваться но только 5 и 4, но также и множитель 


2() — 608) 
27 05 и 


т. к. величпна #’, пропорлюнальная $, будетъ возрастать. 
Чтобы и въ этомъ случа® наиботьтия панряжешя достигали опас- 
ваго предфла при уелачети пзгрузокъ въ # разъ, нужно въ расчетную 


25 
{-лу (а) вмфсто и == ру поставить величину и", = ду, Т.е. положить 


9$ ай 2(1— 608%) 
‘В=р+ В ити т. 


т. к. при этомъ условш им при унелачени вобхЪ силь въ ® разъ полу- 
уныъ для наиболыпахъ напряжен! величину: 


В ЕН , 
РОВ 4. * 608%, = Ле = В. 


Изъ этого слвдуетъ, что при одповременномь дфйсгви изгиба я 
сжапя величина допускаемыхь напряженй А, лолжна быть мепьшей, 
чыъ нъ тЁхъ случаяхь, ГВ воолиф примфпимъ приндинъ сложевя, 


т.е. меньше В, и отвошене 
А, 
== 


очевидио равно отношешю правыхъ частей ф-лъ (а) а (^). Таким же 
способомъ бевъ особыхь ватруднешй могуть быть вычислены козффв- 
щенты уменылен!я ф и для другихь частныхъ случаевъ пагрузки *). 


$ 9. Статичеоки ноопредёлимые одучаи нагиба Уязтыхь бадокъ. 


Пользуясь результатами предыдужщаго параграфа, мы легко можемъ 
получить всё нужпыя ф-лы для изслдовашя ивгиба сжатыхъ балок 
съ задбланными концами и неразрфеныхь балокъ. Въ качеств примера 
возъмемъ. балку съ лЪвымъ опертымъ и правымъ задаланнымъ кондомъ 
(черт. 722). Пра изгиб этой балки равномрной нагрузкой у праваго 
ковда появняется резктивный опорный моментъ М, величину котораго 


3) Ридъ чноговыхь табииць, обногчьющихь расчеты ири одповромонаом\В- 
отыш изгибе и ожыи, ижйется въ работ 5. 0. Заврова. Ом, Оборвийь Ивет 
Изя. Пуг. доб, 4918 г, 
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примемь за лишнюю ноизьфстную. Для опредфлешя М, воснользуемея 
обычнымь премомъ. Спачала отбровимъ лишпее закрфилоте, пренят- 
ствующее правому концу м 
поворачиваться и для по- 4 
лученпой такимъ образомъ 
равномфрпо пагружепной 
балки съ опертыми кон- 
цами найдемъ углы пово- 
рота концевыхъ опорныхъ 
сфчешй пря помощи ф-лы 
(36). А потомъ подберемъ Чорт. 19. 
такое аначен!о для момепта 
Мъ чтобы вызызвеный имъ уголь поворота конца балки, опредфляемый 
на основали ф-лъ {29'), быль равевъ по величинф и противоположепъ 
по знаку углу, найденпому выше изъ ф-лы (36). 

Такинъ образомъ для опредзлешя № получаемъ ур-е 


4 Ши-и_ М! 3. 3 ) 
2471, 38 (т @н):/ > 
$ 


откуда 
_ ЯР 44924 (вии) 
М = а ион бт’ 88) 
Опредёливъ лишнюю неизвзстную, мы привели задачу къ расчету 
балки съ опертыми концами, изгибаемой равномрной нагрузкой и парой 
силь М,, приложенной къ правому копцу. . 
Если оба конца равномфрно нагруженной и сжатой балки задвланы 
и не могуть совершенно поворачиваться, то для опредфлея опорныхъ 
изръ М, воспользуемся ф-ами (31) и (36). Соотвбтетвующее ур-4е 
напишется такъ: 


9 би-и _ _ МУ Ми 
871, ЗЕ и’ 
зи 
откуда 
я — 
м--°. 9 и... .. . (39) 
зи и 


Если оба конца разномзрно нагруженной и сжатой балки упруго 
задфланы и коаффищенты а, характеривуюлие жесткость задёлки, ‘для 
обоихъ концовъ одинаковы и таковы, что уголъ поворота лЪваго копца 

з* у 
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0 часовой стрфякЪ равень-—-а, гДВ М-— опорный момонтъ, то вели- 
чипа М найдется изъ ур: 


о Ии-и М и _ 
Нм Г. 2ЕЛ и 


3 


Мы будемъ черезт М, обозначать величину опоряыхъ момоптовъ при 
абоолютпо вадфланпыхь копцахъ [ф-ла (39)], тогда въ разематривасмовъ 
случа» значене опоряыхъ моментовЪъ М можпо представить такъ: 


М, ищи 
ОИС ВЫВАЫ 
Г па" ии 5 


Множитель при М. въ полученной ф-л6 будемъ пазывать козффи- 
пентомъ опорной пары и обозначать черезъ х, тогда 


М = *Мь 
Ур-е ивогпутой оси для разсматриваемаго случая, на основаня 
ф-ль (30) и (34), представится такъ 


2 
а + % вв (1 — 1) й - 9 , , 
У= 3 9 608 5571 —2). 


Или ветавляя зыфсто М, его значене (39), получаемъ 


9 Чи (им) ‚9 
у— 5 чи 608% 25 


#0-3. (41) 


Перейдемъ теперь къ изслЁдованю изгиба неразреныхь сжатыль 
балокъ. Предположимъ опоры абсолютпо жесткими и расположевпыми 
па одномъ уровнф. За лишя!я неиввфстныя примемъ опорные моменты, 
Величины этихъ моментовь будемъ разыскивать такимъ же способойз, 

“кавъ и при отсутстьт продольной силы. Поперечными сфченями, про- 
веденными надъ опорами, разрёзываемъ пашу мпогопролетную балку на 
радъ простыхъ балок. Момонты, дЬйствуюние по копцамъ этихъ баложы’ 
найдутся ивъ того ‘уоловЯ, что надъ. каждой изъ опоръ два сосфдейь 
пролета изогнутой оси неразрфеной балки имзють общую касатедьвую- 
Таквыъ путемъ мы получииь систему уруй, каждое иэъ которых буде 
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заключать величины трехъ послёдоваТельныхъ опорпыхь моментойъ. 
Число ур будоть соотвфтствовать числу промежуточныхь опорт,, п 
если КОНЦЫ многопролетной 

балки могуть свободно пово- М, М 
рачиваться, то изъ полученпой я Х 
системы ур-й найдутся всё 
лишиия пеизвёстныя. Въ слу- 
чаЪ  закрфилонпыхь концовъ 
нужно будетъ къ составленной 
систем ур-]й присоединить 
еще два ур-Пя, которыя на- 
пишутся на основа условй “орт, 13, 

вакриленя копцовъ. Въ ка- 

честв* примёра разсмотримъ изгибъ многопролетной балки, сжатой си- 
лами 5 и изгибаемой парами силъ, приложенными по концамъ. Бели 
другихъ пагрузокъ пфть, 10 мы можемъ вс цужпыя намъ ур-4я соста- 
вить при помощи ф-лъ (29'), Вводя для краткоств обовпачешя 


1- 1 
4 и) =6 (5: тан ^ 5) 


1 
ем = (ще-ывя), 


— 


мы папишенъ для угловъ поворота 9, и 0, вЪ случа$ однопролетной 
балки (черт. 13) тая выраженя: 


2) 
Мы Мн 
ЕТ 9 + ру 9 


Примфнимъ эти ф-лы къ нашей неразрёзной балкф. Возьмень и-ый- 
ип-+ 1-8 ея пролеты и обовезчямь терезъ Ли., Мьы и Мььа 600т- 
вфтствующие опорные моменты. На п -= 1-ой опорЪ, являющейся общей 
для двухъ выдфленныхь пролетовъ, услов16 наличности общей касатель- 
ной напишется на основаши (42) такъ: 


М, 2, Мы = 
А Фи) + Зеруг 
Ма Инна ыы 

УИ $ (мы) вы фи (2)... (43) 


— 33 — 


Если сфчеше по длинф балки постолнно, то получимъ: 
М... (2и,) 5 2 Мн 1, Фа (2и,) = 


ны (2,1) Мы $ (4 


0... . (43) 


Получеппыя ур-я остаются въ силё и въ томъ случаф, если продольпов 
сжате въ различныхь пролетахъ неразрЪаной балки будетъ различпымъ, 
Если бы на отдёльпыхъ пролетахъ балки лежала, равномёрпо распред- 
леннал нагрузка, то въ правой части ур-Ёя (43') выфсто пуля получили 
бы выражеше, зависящее огъ угловъ поворота, вызываемыхь равномфр- 
пой пагрузкой. Это выражен!е легко можеть быть составлепо при по- 
мощи ф-лы (36). 

Если опоры перазрёзной балки лежать па разныхъ высотахъ, и мы 
обозначимь черезъ В, уголь между лишей, соедипяющей опорныя точка 
`и-аго пролета, и осью 2, отсчитываемый по часовой стр®лЕЪ, то вывето 
ур-!я (43!) получимъ такое "): 


М, 4.4, (2щ,) + 2 Ме 0, $, (Зи 1-4 ф (2,1) + 
+ Мен ф, (244) = 6 ЕЛ (8, — Вы)... (4) 
и 


Если и безиредфльно убываоть до нуля, ф4и Ф и $, стремятся 
кь одипидь и ур-я (48) и (43") въ иредЬлЪ обращаются въ извёетпыя 
ур-я трехь моментовъ для балокъ, подвергающихся дфйствию только 
изгиба, 

Въ случаВ упругихъ опоръ иногда выгоднфе за лития неазвфетоня 
принять не опорные момепты, а опорпыя реакщи. Въ такомъ случа мы 
<отбрасываемъ промежуточныя ‘опоры и ихъ дЪйстыЯ ва балку замфняемъ 
реактивными. силами В, А,...А,, (Продполагавыъ и промежуточных» 
опоръ. Значки въ етомъ случа указывають порядокъ опорныхъ реак 
въ направлен отъ праваго копца балки къ лфвому). Величины реак“ 
изяыхъ сить находимъ ‘изъ-тёхь условй, что осадка каждой изъ опоръ 
должна быть пропорщтональну соотвфтствующему давлению. Пусть а„— 
кооффищенть жесткости 9-ой опоры, тогда „В, будеть ‘величина. 
осадки этой опоры, СоотвЁтетвующее ур-е получимъ, приравиявъ нзй- 
денную осадку прогибу балки въ даппомъ мЪетЬ подъ дфйствюмЪ лежа: 
щей на балк® нагрузки и опорныхь резкий Я,. ..В,„. Возьмень слу. 
чай равномфрной нагрузки, тогда на освовав!в {33} я (34) для сфчен!я, 


3) Ом. курсъ ‹опрот. мат, З-ье пад, стр. 213. Беаъ воянихь ветрудиен!й ‘ур48 
это можеть быть распространено па олучай уиругихь опоръ. Сы. аталлеттлад. 
Энаьог. Ака. ВегЦи. 1907 т. 


608 и ( — ==) 
9 |_ ОР 4 
8 сви 1 58" @—#,) 


т, \ . 5, хо 
— ый УМ ние Уве - 


= = 
за Е — ти] . #—5. _ 
ЕЕ Ули -в)-- ЗЕ Ув, (-д=а В, (44) 


т! рт 


Такихъ ур-й мы можемъ написать столько, сколько имфется промв- 
жуточныхь опоръ; слёдовательно, число ур-й будеть соотвТтетвовать 
числу лишнихьъ ноизвфстныхь. Величина { въ этихъ ур4яхъ обозначаеть 
длипу балки, величины с,,,..с, разстояшя послфловазольныхь опоръ 
отъ праваго копца балки, 


$ 10. Ввлки, подвергающияся одновременнойу дВйотв!ю изгиба и 
растяжен{я, 


Въ качествв основпого случая разсмотримъ изгибъ балки сосредото- 
ченпой силой Р (черт. 14). Ур-ю изогнутой оси и дальзфация ф-лы 
для этой задачи мы можемъ 
написать сразу, ебли только 
воспользуемся результа- 
тами $ 8, полученными для 
случая сжатой балки. Для 
этой цзаи нужно только 
изыфнить знакъ у продоль- 
ной силы. Въ такомъ слу- 
чаф выфсто воличинъ и 
и? въ наши ф-лы вездь вой- 
дуть величины — и — Черт, 4. 

и памь придетоя выфсто ` 
Ви и ‘поставить 4 п а. Вводя, на ослованш равенствь, 


Хх 


^* 
эт = аа, 003 =: ойа, 9 = а, 


виБсто тригонометрическихь {-Ёй гиперболическя, получинъ изъ ф-ль 


- 40 - 


(25) в (26) для лЪвой части балки тая выражевя: 


Рай 3. № 
= валы А. &5) 
РЕ Ре 3 1 
и роды . И — Ст 
у АИ тр ЗН 9..8 


Для‘ правой половины балки получимь подобныя же ф-лы. Нужно 
только поставить выВсто с величину (1—6), вмфсто д— величиву (1-5) 
и измфвить знакъ у’. 

Изь этихъ ф-лъ могуть быть легко получены путемъ сложеня дЪйствя 
силъ рытевтя для всвхъ тВхъ случаевъ, которые мы разобрали рапьше 
въ связи съ изгибомь сжатыхъ балокъ. 

Такъ, напримвръ, для изгиба балки двумя равными и прямопроти- 
воположпыми парами М, приложепными но концамъ, получинъ 


м си (1 = И 


Для изгиба балки равномВрной нагрузкой будемъ имфть 


25 
и 1—- 
‚- | ая на 


си 25 


Комбанируя эти два случая, легко паходамъ рЁшентя дяя балки съ 
абсолютно или упруго задвланными ковками. 
Въ первомъ случаВ будемъ имть (см. 39) 


ы 
= Ей о, (47) 
ат. 
уе ти 


м=м, (48) 


Ур-е упругой лини _вЪ`етомъ случа, на основаяй (41), напишетея, 


тахиыт, образомъ: 


хи |" (1 = " 


Фи ПТ бы. = * 


4 
нЕ — еее (49 
наз ({(— 2) {49) 

Здвсь величина х представляеть собой коэффищепть опорной пары, 
опредфляемый, па оспованш (48), такъ: 


ии 


=... 


ЕВ 
Ви 991 
ии р. 


При абсолютной задЪлкз х = 1, при свободно поворачивающихся кон- 
цахъ х = 0. 

Величина эта зависить не только оть жесткости закрфплен!я, харак- 
теризуемой величиной с, по и отъ величины продольной силы 5. При 
ыалонъ значениа силы 8, т. е. при малыхъ и, ны моженъ положить 


1 
х $а Е ° 
оли 


Возьмемъ закрЪилеше, при которомъ 


а 1 
ЗЕ ` 
Тогда при отсутствия продольной силы будемъ имфть х == 0,5. При- 
‚ложивъ силу 8 и постепеппо увеличивая ев, получиыъ ири различпыхъ 
и тавл значен!я для х 


= 1 25 
х = 0,500 0,482 0,325 0,167 0,091 


Коэффиценть опорной пары въ этомъ случа быстро убываеть съ 
увеличенемъ продольной силы '). Слфдовательно, влян!е вадЪлки кон- 
цовъ съ возрастантемъ растягивающей оилы также быстро уменьшается, 


. *} Воли бы мы ввяли боле жесткое вайрёпиен!, подожнин бы, папрныфрт, 
=, то вШян]а силы 8 пь величину х было бы меньшимъ. Дия и = 0, 
„иы получняя бы х -=0.909, при и==10, х== 0,500. 
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Воспользуемся ур-4емт упругой лиш и приведомъ здЪсь рядъ оспов- 
ныхь ф-ль, которыя могуть понадобиться ири расчеть равпомфрно па- 
груженной балки съ упруго задфланпыми концами, подвергающейся 
дЬистию продольпыхь растягивающихъ силъ 8. 

Нанболышй прогибъ, очевидно, получится но серединф пролета. Пола 
лагая въ ур-и (49) 2 -= {, полечиыъ дяя шего значене: 

1 1 
1 28 
5 9 фи 2 
(9). = 384 В. 5. 


д 9 24(1и —\ 1 — си 


= 384 уши ° и ви 


Для упрощеня письма взодимъ тая обозначеня 


1 1 
аи . 
и . 2 
5 = (м) 
рат 
24 
1 1+ 
24 (ии) 1 — #и сви > 
ити и ти = 
54 
ии и? 
ий 2 
+ и ЗАЛ › 
за . 


` Тогда будань иыфть  - 


5 
9... = а 5 


в». (и... 60 


в Е 


При * = 0 получаемъ отсюда прогибъ балки. съ опертыки кон- 
щами, при х == | имфемь случай абсолютпо задёланныхь копцовъ, 

Если лоложимъ и = 0, то {, (и) = Д (и) =1 и мы праденъ къ 
иввфстнымъ ф-амъ для балокъ, подвергающихся лишь дфйствию равпо- 
ыфрно распредёленной. нагрувки. 

Если воличины м и х извфстны, то вычислеве прогибовъ ло фл 
{50) ве нредставить” ниакихь затрудневй. Для. облегченя вычисловий 


ТАБЛИДА Н. 


и” ; . даа паоряжени РА аатя 
4 ИЗ | ИИ, | 6, УС: №" бе | Гл сени 
. - в 


О И ХО 9х0) 
ОГ о | о | 1000 | 00| 5000; 1000 1000 | © 
05| 3889 3217 390 0,108 | 2.978 | 0905 05972‘ 0984 | ов 
Е о Е 


10: 3488 ' 2986 | 386 ‚| Оли | 0509| олот. обв | 0998 | 10 
2853, | 3040’ | 0532 овт| ори! 0788] ов? | в5 


20| аи, | 26, 018 | 090] од 0307 | 0678 | 0406 | 20 

25: 2884 2820 2% | 0281| оби?| 0;68| 0,5631 0756 | 25 
198 118 228 

30! 2488 2,114 2268 | 0218| 0529] 0200} 0467: 0472 | 80 
| ть 1 зи 


20| 0.166 | 04581 0158; 0861 ори | 35 
Е 
96, | 1881, | 0482) 0388] 6120 08201 6568 | 40 
45| 204 | 1801 1718 | 0107| 0,335] 0,097| 0,267} 0519 | 45 
3 и ив 
6 | 150, | 00881 ожи| 009 | 02| 0480 | во 
С. 
1,768 1594 1,485 6,074] 0,254| 00686] 0,189] 0,446 | 5,5 
108 » `В 
60| 1660 | 159 ии ‚| 6063] 0523] 0055] 0162; одлт | 60 
С = О: 
65 | 1560 1,413 1,196 0,051 || 0,197| 0,0471 0189 0,391 | 6,5 
за #2 лит 
108 0,047 | 0,175| 0,041 | 0867 719 
К 
75| 1,380 1258 0,989 | 00411 0,156] 0,0861 0,106 | 0,347 | 75 
п В 
0,895 0,086] 0,141| 0081 | 0,098} 0,328 | 80 
Е 
85| а | 509 08% „| 6082, 0127| 08| 0088 | ози 85 
т я 
98| 148 1042 0723 „| 0029) 6,115] 0,025 | 0,074 | 0,296 | 90 
ю = . | 
95| 509 0,979 0,643 0,026 | 0,105| 0,022| 0,066 | 0,288 | 9,5 
вв и т 
00| 10“ 0,918 0568 , | 0054 | 0088] 0020, 0080) 0270 | 100 
в в . 
1051 0.951 0,850 0496 | 002 | 0088 .0018! 0,054 | 0,259 | 105 
к 
и.о | 0892 3,805 о427 *| 0,090] 0,081| одшт| .0050| 0,248 | и.о 
вт я 85 
из | 0886 0,751 одва | 05и8| 0075] 00| 0045 | 0238 | 1,5 
ыы и 
120 | 0,180 0.700 028 10016] 00691 0014| 0042| 0229 | 120 


Е 


и -- 


зы въ таблиц® ИП праводвмту значейя 4-@ о (и) я Д (4) дя ряда 


значений +. 
Величину изгибающего момента по середин пролета получимъ такъ 


. 1 
вт ма. й  Ни-и 


иг я 
м, УЖЕ + З т +38 * ть 
5“ 5 
Вводя для краткости обозвачоня 
1 1—.1 
—_ “Яр 
И а (9, 
Дл 1 
2 6 


представимь зыражеше для изгибающаге момепта по серединЪ въ та-’ 
КОмЪ ВИДВ 


= Тибо бан м.... 60 


=“ 
2 


Накопець опорный момептъ из оспован!и (47) представится такъ; 


тд 
(с. (52) 


При помощи ф-лъ (51) и (52) легко рёшается вопросъ о нанболь- 
шихъ напряженяхъ въ разсматриваемомъ случаЪ. Числовыя значеня 
функций фо (м), ф! (#) у (и), приводимыя въ таблицв И, значительно 
облегчають соотвётствующий расчоть. , 

Такимъ же путемь, какъ и въ случаЪ сжатыхь балокъ, мы можем 
придти къ ваключешю, что порма допускаомыхъ напряжет!й при `одно- 
времевномъ дЪйств!и изгиба и растяжешя можеть быть повышена, такъ 
какф фи фо (), ф; (и) и У, (№) убывають съ возрасташемъ продольной 
силы, . 

Въ заключене отыВтимъ, что, при безпредвльномъ уволичеши и, пер- 
вымъ членомъ ВЪ ур-ш (49) можно будеть пронебречь по сравпевию, со 
вторымъ, а мы придемъ къ такому выражено 


Это извфстпая ф-ла для малыхъ прогибовъ тяжелой гибкой нити. 


$ 11. Случай, когда продольныя вилы не навфотяы, 


Во вовхъ предыдущихь задачахь ны предполагали, что величипа про- 
дольной силы 8 намъ извёстпа и, сл®довательно, опредфлен!е аргумента 
и, входящаго во псЪ получепныя выше расчетныя ф-лы, ве встрчаету, 
никакихъ аатруднешй. Ипосда приходится встрчаться съ болфе слож- 
иымъ случаомъ, когда продольнал сила не задана, а является ре- 
зультатомъ деформаци балки. Возьмемъ, иапримфръ, балку ковцы ко- 
торой закрёплевы такимъ образомь что при изгиб® сопершевио не 
сближаются. Въ такомъ случаЪ изгибъ будегь сопровождаться по- 
явлеемъ продольной растягивающен силы, удерживающей концы оть 
сыъщен!я. Величину этой силы мы можемъ опредёлить изъ того услов1я, 
что вызываемое ею удлиненю оси балки, очевидпо, равпяется разности 
между длиной искривленной оси балки и величиной разстоявя между 
опорвыми точками. Соотв®тствующее ур-1е особенно просто напишется 
для того предфльнаго случая, когда ось балки можно привять за парабо- 
лвческую кривую (53). Пользуясь изв®стной ф+ой, представляющей раз- 
ность между длиной дуги пзрабоны и длиной хорды въ зависимости оть 
стрфлка провисапёя /, получимъ нужпов памъ ур-е въ такомъ вид 


.... 64) 


Ветавляя вифсто / его значене, опредфдяемое изъ (53), пайдемъ 
для 8 такое кубическое ур4е 


8 


1 
34 ТР ЕР 


Ур-емъ (54) можно воспользоваться для приближоннаго рёшешя и 
въ томъ случа, когда величина и не велика и, слФдовательно, крлеая 
изгиба значительно отличается оть параболы, такъ какъ длива кривой 
при малыхь стрёлкахъ будоть мало вависить отЪ вида кривой. 

Вставляя въ ур-4е (54) выфсто /, величиву прогиба балки при’за- 
данныхь поперечныхь нагрузкахь и неизвфстной пока продольной сил, 
мы въ каждомъ частномъ случа» будемъ получать ур-е, изъ котораго 
пПутемъ подбора находится ‘соотвётствуюлщая величина 5 '). Дадимъ те- 


2) Подобщыя приближенвыя рьшент для ряда частпыхх случаонь быди нолу- 
яввы А. П. Фапь-деръ-Флитоиз, См. цитяровавныя выше работы (стр. 82). Полробяое 
яаолфдован!в для случая равномёрной нагрувки сдёлано И. Г. Вубновымъ въ свяви 
95 равомотрьмемъ ивгиба пластннокь по днияндричесной поверхвостя. Он. «О па- 
пряшеняхь ьъ общизев судов», си. ташые эго Отронтельная мехаоика корабля 
3 Ц, Отоюда мною ввяти таблицы вопомогехельныхь $4 х численный примёрт, 


в -- 


перь нолное р®шеше задачи для случая равпомфрпой пагрузки, когда 
ур-6 пзогнутой оси представляется ф-ой (49). 

Этоть случай иметь большой практичссвй ицтересъ главпымъ обра- 
зомъ въ связп съ расчетомъ пластапокъ. 

При составлен разности между длипой дуги и длиною соотвфт- 
ствующей хорды мы примЪпамъ ф-лу, которой часто Пользовались въ 
злементарномъ курсв сопротивлешя натераловъ, и напишемъ ур-ю (54) 
въ такомъ видф 


1 , 51 
ев 
Ь 


Въ томъ частпомъ случа когда концы балки могутъ свободно пово- 
рачиваться (х = 0), выражеще для прогиба, на осповави (49), напи- 
зпется такъ 


—| +5 20—5) 


Вставляя это въ ур-1е (55) и припимал во впимате равенства 


+ 
р 2х 113 24 . п. 
‚Да (1 Г) & $ (55 р ‚}; Ге 22} ат 5; 


; 
: 
! 25 р и 
Го 24) зв и |? т) =, (2 ""). 
у 


получинъ 


#1 { 5й и _ 9 а) 
КЗ ватой * Эй. 


Яьвая часть прёдставляеть собой разность между длиной дуги и дли- 
пой хорды ‘), 

Для дальнфйтихь приложен й памъ удобнфе представить ур- (2) 
въ ифоколько иномъ видф. Вмфето ‚5 вставимъ его аначеше #7 и 


потомъ раздфлимъ 06% части ур я @) на О › тогда получимъ 


9 5.27 и 5.97 вы ел 
В —^ Трыг = би В 2. 3*. рр. * 9 


3) Втимъ вырыловежн многде поньзуются при выЧиснеши мопралонъ, когда 
ивмфриють разоголия прп помощи стальной лозты, пропвовющой от’ собайвоц, 
яаго вфоа, Ом. 4. Е, оля, ВЬЙ. Мод. то!. 99, | 98. 


В» правую часть отого ур-4я пходять лишь извфетныя величины и 
по заданиыиъ размфраме балки п задаипой нагрузкф мы ‹ейчась же 
находимъ ея численное значеше. Посл этого остается подобрать для # 
такое значеше, при которомъ ур-е (50) было бы уловлетворено. Ноды- 
скиваню рЬшешя можеть быть зпачительно упрощено, если имфть таб- 
лицу численныхь звачсий лёвой части нашего ур4я при различпыхь 
знамещяхь +, Въ дальфйшомъ мы дя упрощешя письма будемъ поль- 
зоваться обозпачен!емъ 

9 5.27 21% и 5.2114 


Ви 1 ^ би Г в = бь. 


Въ табликЪ П предыдущаго параграфа помфщепы значешя ф-и 
1410 УСъ. Пользуясь этой таблицей, мы безъ затрудпея можемь р{- 
шать ур-4е (56) въ каждомъ частномъ случаЪ. 


Возьмем въ начестиь приыьра бапочну прамоугольнаго попорочнаго съчел{я 
высотой № п ширипой одипица, тогда ур-е (56) иожеть быть пореписано такъ 


у Гь ‚ 
З) (2) еее наи ... 66} 
 Собщовательно, | 
уу =ь Ка Е (27 
9 <? 
 Пополымь 


Е 


2,3510 Кот, 4250,22 Миа. ЙО от. #2120 т. 
тогда 


к иь — 
0. (т) ==182; 0182 =210. 


Изъ табишцы П сейчась же заключавыт, что 
4%: < 145 
Иростое ниторполиронав!о даетъ пам, 
и =4,12, 
Когда величина м надела, то дальвфИниН расчеть балочни пе потрёчаеть нп- 
какихь эзтруднем!й. Нанболья! прогябъ иы ваЁйдемъ, осли стрыну прогиба, 
соотифтотвующую нервстянутой билкЪ, уннонгныт на соотафтотвующео авалон!е Д (и) 


(ом. ла 50). Пра опредфлонаомь выше эночоши м, деко паходомь азъ лаблацы, 
что Л (#)==6128, овьдоватольно 
Ш вв 
лия Е Вад ре 0126. 


Для лычпедони ивибольшаго изгибающаго момвота, опредфлявиъ.пат лабляцы 
собтьфтотвующее значене фо (и) [0м. ф-ла 51|, тогда вайдаыъ 


2 : 
Ми :. Фа (и) == а „оды. 


Въ случа балки съ абоожютно задёлалными концами (х == 1), ур-е 


Ч 
У 5 ба 29% — #). 


Вставляя это въ ур-4е {58) и выполняя иптегрироваше, пайдемъ *). 


ы 1 Зе В _81 
“(+в та Ви) > ЕЕ... 
Вставляя выВсто 5 его вначоне, раздфляя обв части на т и 
вводя обозначение 
45 179 1 1 фу 
Тб ай 16 ми 16 и би Ш 
получимъ для даннаго случая ур-1® 
р 
— 98 58 
0, = 2". рр .... . 67. 


Для пыше раасмотрыпнаго чполонваго прязфра будемъ пифть 


910’ Уб=у. [10+ (1% =) (2 =урань 


Изъ таблицы 11 заключаем 
8<и< 3,6, 


Простое интерполпрозан!е давть намт 
ц=053,20, 
Дольнйпий расчеть балки можеть быть выполповъ безт, зсякихь затрудвешй 
Перейдемь теперь къ боле общему случаю, когда концы балки 
упруго вадфланы (0 <х< 1). Ветавяяя соотвВтствующее выраженше для 
прогиба (49) въ ур-е (55) и раздёляя обЪ части ур-я на Е ‚ полу- 
чимъ послё изкоторыхь преобразовая 
а 
(9 бь-+-% 0, — 0-00, = 9.8 ев. . 
ФЕТ 
ЗдЪсь для сокращевя введено такое новое обозначен} 
27 (и— Фи) 
16 жа 


. (58) 


И, = (иПТи-и-- ви. 


^9) Лыаи чвот, этого выраженя такие иощеть служить дия вычнодешя попра- 
вокь на вл местноотв стальвой лопты, Первый чдевъ въ скобнахь соошефт- 
ствуоть пролясавшю мо парабодь. Наябольшую попришшку даетъ. тре зленъ $ 
слобкахъ, 


= 49 — 


Значеня и 
910'У0, 
приведены въ таблиц П. 

Тасчеть балокъ въ этомъ случа нфеколько сложнфе, чфмь въ при- 
веденныхь выше примбрахь, т. к, въ таблицахъ не дано зиачсно 19 
„лЬвой части ур-я (58), которую въ дальшёйшемъ будемъ обозначать для 
краткости черезъ Р (х и). При рЬшеши задачь будеиь пользоваться 
тВмъ соображешемъ, что въ случаф унруго задфлаппыхь ковцовъ, оче- 
видно, и должно имфть промежуточное значене можду тии величипами, 
которыя мы получаемъ для опертыхь и для абсолютпо задфланпыхь 
концовъ. 


Для рыасиотрьвваго выше числепиего примбра ножомъ звылючить, что при 
упрутоН задфлкь нопцовь ныфоть мфото неравенство: 


320 <в< 412. 


Предполояпыз, что занрьплол ковцомь таопо, что к = 04, тогдь при поношл 
таблицы ваходомъ 


35)=00002%, 10° У 
4,0) = 0000121, щ 10° УР ОЕ 


Иифя зпачения {7 львой части ур-я (58), дяя в=3.5 п для м-=4, легко вахо- 
дныъ простымъ пвтериолпроващемъ, что въ нашем» случеф, Когда 27 левой части 
разепь 2,12, вепичила # равна 3/23. 

При составлении основного ур-я (55) мы исходили изъ предполо- 
жоШя, что концы изгибаемой балки совершенно не могуть сближаться. 
Безъ особыхъ затруднешй полученные результаты. могуть быть распро- ` 
стравены на тоть случай, когда _ 
сближению копцовъ препятствуеть д! 
какая либо упругая связь, напри- 
изрь раснорка А.В (лерт. 15). + 
При изгибф въ балкБ появятся Черт, 15; 
растягивающя усиля 9. Усимя 
эти будуть сжимающими для распорки. Вели обозначимъ чёревь 2, 
площадь сфчешя распорки и черезь Е, соотвфтствующий модуль упру- 
гости, 10 сжаме распоркя будеть равно ‘ 


81 
Е.Р, 


Разность между длиной дуги искривленной оси балки и длиной ежз- 
той распорки, очевядно, равна удленоню оси балки сложенному съ сжа- 
пемъ распорки и мы для бпредфленя продольной силы получимъ ур- 1е 

$. 1. пмошщво 


такого вида 


р 


, Г (ув 


ь 


К 
Ев» - (69) 
А 


ть ЕР 
1 
КЕЕЕР 1... 0 


* Величину А, которая въ зависимости отъ жесткости распорки можеть 
ыфпяться въ предлахъ между нулемъ и одиницей, мы будемъ называть 
хозффищентомг распора. Задачи, разсмотрьнныя нами выше, предета- 
вяяЮТЪ собой тотъ частный случай, когда коэффищенть распора обра- 
щается въ единицу, т. в, жесткость распорки безкопечпо велика. Ходь 
рёшеня ур-я (59) ничфыъ не отличается оть того. который прим- 
нялся выше, п мы здёсь отифтимъ только, что съ умепышешемъ жест- 
кости распорки уменьшается, конечно, и величипа продольной силы 5, 
Когда Ё обратится въ нуль, обратится въ нуль также и 5, мы будемь 
имфть изгибъ балки только поперечными силами. 


$ 12. Пражфнеяе тригонометричеокихь рядовъ къ изолёдованшю изгиба 
балокъ *). 


Выражоше для прогиба балки всегда можно представить въ видё 
безконечнаго триговометри- 
ческаго ряда, Представлеше 
это. какъ мы увидимъ дальше, 
инфеть особое преямушество 
при изслфдовашиа деформа- 
Цй балокъ, подвергающихся 
одновременному дЪйствию про- 
дольныхъ и поперечныхъ силь 
и балокъ, инбющихь нЪкото- 
рое первоначальное йскри- 
влеше, Въ этихъ случаях 
пользован!6 тригонометрическиии рядами приводить насъ къ нфеколькимъ, 
проётымъ ф-амъ, весьма удобнымъ для практическихь приложен. 
Возьмем балку съ опертыми концами (черг. 16). Въ этомъ случа ^ 
при 2 =5 0 и при # = { величипы у и у” обращаются въ пуль. Общее, 


Черт, 16. 


3) бы. нашу рьботу: «Прумфиотие нормышаыжь ноордилать къ иводьковая и: 
„”^ябь оторяшей и илестционъ», Изв. ев. Пол. Иног. 1909 с, 


выражен дла искрииленной оси балки представится такъ 


9% . ‚ Зтх 
у=а, 5 пр вв т |+... .. . (а) 


Ошо, очевидпо, удовлетворяеть поставяенпымь выше условямъ па кон- 
цахь и при падлежащемъ  выборф коэффищептовь и, и, можеть 
представить искривлониую ось балки при любой нагрувкё. Для опро- 
дьлешя коэффищентовь мы воспользуемся началомъ возыожныхь пере- 
уЪщенй, Нужиое намь при этомъ выражен для потелщальтой эперги 
изгиба папишется такъ 


: 
= Г (у аа 
$ 


Найдемъ величины козффищентовь для случая изгиба балки сосре- 
доточеппой силой (черт. 16). Коэффищенты эти, опредвляюния форму ° 
кривой изгиба, являются координатами пашей системы. Если мы одной 
-изъ этихъ коордипатъ, наприм®ръ а„ дадимъ приращеше да» то со- 
отатствующее нриращеше потенщальнной знерми будетъ 


Е 


ож 
=. Уна. 4. (61} 


в= 


97, Е} = 


а, = о а, бан, 

ба, “ руны 
Прогибы балки получать приращение 
. ПХ 
За, т -7° 


Работа внфинихъ силъ, силы Р въ нашемъ случаф, на этомъ пере- 
мфщени- будетъ равна 
1% с, 


Рэя т 


ба. 


Множитель при 8а, продставляеть собой обобщенную силу, соотвёт- 
ствующую координат а, и начало возможныхъ перемфщен!й даетъ намъ 
такое ур-1е 


, 
ве та, ва, = Рэй т ва, 
откуда 
ОРР и ПТ 
руки ^ 


4 


Вставляя полученный результать въ выражеше (4) для изогоутой 
оси, получинъ 
. тс, 


{ итх 
р -.. 


орет 
ув — 


Располагал, напримфръ, силу Р по серединф пролета, найдемъ для 
прогиба по середипВ такое выражение 


2ра 1 1 1 
= ати го. 


ай 
73 


Рядъ быстро сходящся, и если бы мы ограничились только пер- 
вымъ членомъ, то получили бы величину для прогиба съ погрёшностью 
около 1,5%. 

Если мы будемъ безпредьльно уменьшать разстояте с, и при этомъ 
увеличивать Р такъ, чтобы величина Ре, оставалась конечной. и рав- 
ной М, то изъ выражевня (62) сейчасъ же получаемъ ур-1е изогнутой 
оси балки при дВйстви пары силь М на лёвомъ конц, 


(8) 


р 

Польвуясь привципомъ сложешя дЪйстыя силъ, мы изъ (62) можемъ 
получить выражен!е для прогиба’ при любой систем поперечаыхь на- 
грувокъ. Чтобы получить, вапрамфрь ур-е изогпутой оби при равяе- 
ызрной нагрузкВ интенсивности 4, нужно только` въ (62) поставить 
вывсто Р величину 496, и потомъ произвести иптегрироване по с, в 
предёлахъ отъ нуля до {. Такийъ путемъ получаемъ 


и= 


* 

о Ури... 

ооэРЬвь,., . - 

Безъ особыхь затрудвевй мы можемъ распространить, наши выаоды 

на тоть случай, когда кром попоренвыхь нагрувокъ имфется еще про“ 

дольная сжиизющал или. растягивающая сила ©, Раасмотринъ случай 

сиимающихъ сСилъ, приложенныхъь по ковцамъ. Сближене кояцовъ ‘пра 
ивгябв, представленномъ выраженемь (2), будетъ равно 


_ 12° и 
ы=у ва = Уи. и ‚ (85) 


Ёели мы теперь, пользуясь началом» возможныхь перомфщевй, да- 
дамъ коордипат® а. ирпращевю д4„, то соотвфтетвующее перемфиеше 
для продольцыхъ сжимающихь силъ будеть равно 


9! 28. ы па, Зи 
— а, = „ЗЧ 
ба, р 
в ур-1в раввовф(я иапашотся такь 
ЕЯ тА _ й 


. Вто т Г 
7 гознода, = Рат =) 1,8 о} "в.а. 


откуда 


Зльсь для сокращеня пасьма введено обозначете 


82 : 
Еле“. 
а"—представляеть собой отношене продольной сжимающей силы къ ве- 
личвп8 Эйлероной нагрузки для балки съ опертыми концами *). Опре- 
ДВливъ такимъ образомъ зпачене коэффищектовъ, получаемъ выражене 
для прогиба при дёйстви силы Г в‘ продольпыхъ сжпмающихь салъ 9 


вЪ такомЪ видЪ 
Ятс, 


1 ‚ птх 
п р... . (66) 


Отсюда, путеиъ сложеня дойствя свль, легко получить выражеше 
для прогиба при любой поперечной пагрузк8. Наприм®ръ, для равпо- 
ыврной нагрузки получаенъ 


де е "р . 
Е У ти 1 °: . (67) 


я... 


Прогибъ по середияв для этого случая представляется такъ: 


Г 1 1 1 
:- += 5: |} 
= та ты и 
*) При вычислевли Э#леровой нагрузни эдфоь придется взять, очевидно, меот- 
ость беяни, ооотифтотнующую плоскости вагибь поперечныма ивгрузкаыя, & не 
заныеяьшук местность. 


4 — 


Вер предыдущия разсуждейя относятся къ случаю продольной сжи- 
нающей силы. Если вмЁето ежайя у пасъ будеть растяжеше, то пуя- 
пыя намъ выражешя дяя ирогибовъ мы получимъ изь ирсдыдущахь, 
если въ пахъ возд® поставимъ вмБото а величину — а*. 

Во вебхъ случляхъ величина наабольтаго прогибя будетъ предста- 
вляться сумыой безконечнаго быстро сходящагося ряда Этамъ обстоятель- 
ствомъ мы воспользуемся и состаиамъ ппаближенныя ф-ля для оцфики` 
влав!я продольной силы па величину прогаба и на велачану макси- 
мальпаго изгибающаго момента. Шсли мы обозпачимь прогибъ по сере-, 
динф, вызываемый только поперечной пасрузкой, черевъ /) и черезь у 
назовемь прогибъ пря одповремеппомъ дЬйстви поперечныхь салъ '). 
п нродольной скамающей силы, то па оснонаня ревультатовъ (66) 
ий (67) можпо съ’ достаточпой для практики точпостью положать 


Точность этой ф-лы завасить какъ отъ величаны а’, такъ в оть 
распредфлен!я поперечной пагрузки. Напменьшую точность мы будомь 
иыЪть въ случав дЪЙств!я сосредоточенной силы. Если’ сосредоточенная 
сила приложена по середийВ пролета, то приближепную ф-лу (68) 
вужно сравнивать съ точной фой (28). Прп малыхъ яначентяхь а? точ- 
вость приближевпой ф-лы очень велика, папримфръ при а’ = 0,2, по- 
грёшность по превосходатъ 0,3°/,. Съ увеличешемъ а* погршиость воз- 
растаеть и съ приближононь &* къ едипицв (чему соотвЪтствуетъ кри- 
тачебкое зпачене силы), отпошеше прогибовъ, вычисленныхь по точпой 


в приближенной ф-амъ, стремится къ предёльному значеню Е 
гр®шноеть, слфдовательно, ие превосходить 1,5°/.. При дВйств! равно- 
ыфрной нагрузки погрфшность въ худшемъ случаЪ не превосходить 0,50]. 
При изгибф балки сосредоточенной силой, праложеноой не по ‚сере- 
динЪ, погр®шность приблажениой ф-лы возрастаеть съ приблаженемь 
нагрузки къ одпой изъ опорь и въ предфл%, когда мы приденъ къ ивгибу 
балка парой  силъ, погр№шность въ прогибз въ худшемъ случаВ ие 
превзойдеть 3°/.. Ца основави этого заключаемъ, что ф-ла (68) всегдя 
иожеть быть прамфнена для вычисления прогиба по ‘серединЪ, который 
ножио принамать разпымъ наибольшему прогибу. Вычисливъ по ф-л8 (68) 
паабольтий прогибъ, мы легко пайдемъ также и величипу пзибольшаго 
изгибающаго момента, 


и Ш. 


Уи 


*) Салы предподагаемь напраплепанмя въ одну сторону. 
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Мы. = щ НГ. = }- 
Сравнев!о этого результата съ точной ф-ой (37) показываеть, что 
даже при большихъ значешяхь продольной сним приближенная ф-ла 
даеть весьма точпыо результаты, 
Въ случав растягивающей продольной силы, мы для вычисленя 
иаибольцаго прогиба можемъ воспользоваться такой ф-ой 


я... 89 
Точпоеть этой ф-лы также убываотъь визстВ съ возрастаиемъ &?, 
Такъ, напримфръ, при а? = 1, и при разномврпо распредфленной 
нагрузк® погрфшпость составляеть около 0,3"/,, при &*==2, погрёш- 
пость 0,7°/„ при а? = 10, погрышиость около 1,7°/. Еелп взять какь 
предвльное значене а”, съ которымъ ва практакЪ приходится ветрф- 
чаться, величишу &* = ы (тому соотвЁтствуеть # = = 12), то по- 
трлность приближепной ф-лы (69) достигаелъ 2,6\/, Во псякомъ случаВ 
мы получавмъ точность вполнз достаточную для практическихъ при- 
ложеншй. Имя величину прогиба, мы можемъ составить ф-лу для изги- 
„бающаго момепта по середип% пролета, 


р ( _ 6028 “. 


Та? 


Ма» = 


Замфтимъ, что здёсь искомый моментъь получается какъ разность 
между изгибающимь моментомъ оть равномфриой нагрузки и момептомъ 
отъ продольной силы. Съ убывашемъ этой разности точпость прибли- 
жеппой ф-лы падаетъ. При а? == |, погрёшиость мепьше 19/.. При а* == 5, 
погрённость достигаеть 6°/. Для большихь а? мы можемъ пользоваться 
приближеппой ф-ой: 

а 
78? 


Потрышность етой новой ф-лы при а* = 5 ооставляеть 6°/, при ©" = 10 
ова уже мевьше 1,5% и дальше эта погрёшность убываеть съ возра- 


стащемъ а. 


2 вв - 


Устаповивъ приближенныя ф-лы для балки съ опертыми копцанми, пе- 
рейдемь къ случаю абсолютно задфлалныхъ концовъ. Имфя вмраженте 
для изогнутой оси балки при дЬйстви моментовъ, приложенпыхь по 
концамт, ны путемъ сложошя дйстя силъ могли бы получить прог ибъ 
балки су задвлапными концами въ форы% тригонометрическаго ряда, по 
для полученя приближенной ф-лы для прогиба, мы можемъ воспользо- 
ваться ипымъ премомъ. Мы зададинся подходящей ф-ой кривой, удо- 
влетворяющей услошямъ па копдахъ, другими словами обратимъ нашу 
систему, унругй стержень, инфющую безкопечпое число степеней сво- 
боды, въ систему съ копечнымъ чиеломъ степеней свободы и потомъ 
найдемъ прогиб, прамфияя вачало возможныхь перемфщешй. Опыть 
показываеть, что при этомъ самыя грубыя предположеня относительно 
формы кривой даютъ виолпВ удовястворительные результаты для прогиба, 
Возьмсмъ, папримфръ, для балки съ задфланяыми концами такое ур-{е 
изогнутой обв 


2=х 
а (1 в) инь. . 0) 


Опо, очевидно, удозлетворяеть условямтъ закрфилевия, такъ какъ уи у’ 
обращаются въ пуль на копцахъ балки. Соотвфтетвующее зпачеше по- 
тепщальной эперМи будеть равио 


” В 
о . 
= = (бал = ая . в, 


8 


Найлемъ величину @ для случая равном%рной нагрузки. При этомъ 
пачало возможныхь перем$щел!й давть намъ ур16 


Ю 
8 Е т* 2 
р в=я [(- 03 ана, 


В мы будемъ имфть 


^^ 2пг 
9 бт (: — ав 712). 
Прогибъ по середип® будеть равенъ 


4" . 


9.1 2 твуя 


Погрьшность- этой приближенной ф-лы около 1,5%], 


7 — 
Еели кром® поперечпой нагрузкн ныТтется еще продольная сжииаю- 
щая сила 5, то при сославлени ур-фя нужно припять въ расчет» ра- 


боту и этой силы. 
Сближепто ковцовъ балки, соотвфтствующие пагибу по кривой (в), 


будеть равно , 
. 1 . т? 
1 = о Го’ 45 = г 
ё 


и ур-е равлов%с1я напашется такъ 


ЗЕ т 25а? 
р @ - 1’ 
Откуда 
а=-—_ 
ё=———. 
Рук [1 & 
ВЕ = (. “| 


Для полученя соотвётствующей ф-лы при растягивающей силё нужно 
только изифпить знакъ у а’. Такимъ образомъ для случая изгиба съ 
сжамемъ или изгиба съ растлженомт получаемъ такую приближен- 
вую ф-лу 


ее нее. (0) 


Изь ноя видно, что при задвланпыхь копцахъ влян!е продольной 
силы внаЧительно монышее, чёмъ при свободно поворачивающихся кон- 
цахъ. Что касается точпости приближенной ф-лы (70), то при раввомфриой 
пагрузкВ она весьма велика для малымь значетй а’ и убываеть выфств 
<ъ возрасташемъ а’. При а? = 1, погр®шпость составляеть около 0,5°/х, 
при а’ == 14,6 (и = 6) погрышность уже 3,7°/, и накопець при 
а? = 57,6 (# == 12) погрёшность достигаеть 8°и. Пра столь большихъ 
значеняхъ &? болфе точныя вначен!я для прогиба мы найдемъ по ф-лВ 


Ев) 


5оторая получается изъ точной ф-лы (50), пра х = 1 и при больпомъ 
значении и. 


$ 18. Прибаищевный 0п00обь опредфдешя продольной силы. 


Приближенныйя“ф-лы, полузепныя нами въ предыдущенъ параграфЪ, 
можно примфнить при опредвлени продольной силы, которая появлявтея 


19 
въ томъ случаЪ, когда свободному сближешю концовт, балки при азги61, 


препятствують кая либо распорки (черт. 15). Гели ковцы балки 
оперты, то на ослювани предыдущихь результатовъ мы можемъ положить 


Е ‚ п 
у= в 


Въ такомъ случаф ур-1е (59), служашес для опредёленя продольной 
силы, перепищется такъ 


о... 


гдЪ ›?, квадрать радруса иперщи поперечпаго сфченя. Вычислинъ пред- 
варительто величипу прогяба балки отъ одной поперочпой пагрузки, 
мы безъ всякаго затруднен!я подберсмъ при помощи (71) соотвфтетвую- 
щее зпачет!е а’ и такимъ обравомъ опредфлямъ продольную силу, по- 
являющуюся при изгибЪ. Занвтамъ, что ур-+е (71) особенно просто рЪ- 
пается пря помощи логарнемичоской лянейки. 

Обозначая величину (1 + &*) черезъ 2, приводимъ его къ виду 


#—& в. 


Для числеппаго прамёра, разсмотр®ипаго въ $ 11, получимъ 


я — ай = 423, 
откуда 


2= 7,85, а’ = 685, и Е = 41. 


Если нагрузку увеличить вдвое, то правая часть ур-я (71) возра- 
стеть вчетверо и мы получимъ 


а? = 11,26; и = 5,27. 
При уменьшсши пагруаки вдёое, пайдемъ 
а’ = 4,10; и 318. 


Числа эти получены пра помощи ланейки и вЪ нихъ могутъ быть 
погрышности въ одпу, дв единицы послфдняго знака. Такого же по- 
рядка. будуть разности между результатами, ‘получаемыми изъ прибля- 
женвнаго ур-я (71) и изъ точнаго ур-я (59), и если мы примемъ во 
внамав!е, что въ ваше ур-е входать ‘величина Е, иввфетная лишь пря- 


близительно, то можемь заключить, что ур-1в (71) даетъ пеличипы нро- 
дольной силы съ точностью зъолн® достаточной для прахтическихь 
приложен!й. 

Опредфливъ такимъ образомъ продольную силу, мы можемъ пыпол- 
нить дальнфйшй расчеть балки или при помощи таблицы И, или 
же при помощи приближенныхь ф-лъ нродыдущаго параграфа. Вь тЪхъ 
случаяхь, когда мы имфемъ дфло съ весьма гибкпми стержнями, для ко- 
торыхъ величина х’ представляеть собою большое число, можпо сдфлать 
одпо заключене отпосительно величины максимальпыхь напрядовй. 
Напряжевя этп имотъ мфето по серединв пролета и составляются изъ 
двухь частей, изъ папряженй оть растягивающей силы 9 и изъ ии- 
пряженй оть изгиба. 

Пользуясь для наибольшаго момента приближенлой ф-ой предыду- 
щаго параграфа, представим, величипу максимальныхь напряжен!й тать 

й 
ор С 
Г 


\ 

Въ случаф балки прямоугольнаго поперечнаго сВчетя, ширипа кото- 

раго равна едипицф и высота равна Л, мы можемъ переписать выраже- 
110 для наибольшихьъ напряжешй въ такомъ вин. 


В № 6 1 
1212 жай 1) 

Первый члепъ, представляющий собой напряжене отъ продольной 
силы, возраставть выфет съ а?. Напряжев!я пасиба, представлеппыя 
вторымъ членомь нашего выражешя, убывають съ возрастамеиъ а*. 


Найдемъ зпачеше а”, которому соотвЪфтствуеть наибольшее значеше па- 
пряженя. Составляя производпую отъ (Х,)„„» по а’ и приравнивая се 


пулю, получимъ 
ву и? Ц 
. 5... 4... .@) 


Вставляя это въ выражете для наибольшихъ напряжеяй, пайдемъ 


(Хоа = УЗИ ен: 


: (Хы = Е 


Предположимъ, что продольпая сила, возникающая при изгибЪ, такова, 
что ©’ получаеть какъ разъ вначеше, опредляемов ф-ой (а). Тогда 
ур-йе (71) для балки прямоугольнаго поперечнаго сфчешя перепищется 


такъ ` 
О 
вт 


и Е. 


ей 


и мы паходимъ, такое приближенной рен 
7,5 


еее 6) 


На практик8 А обыквовенно пе выходить изъ предёловъ 0,2—0,8, 
Сльдовательно, величина и, опредфляемая на освоваши ф-лы (©), бу- 
деть мфпяться въ предвлахъь ',8 — 5,3, т. ®. будеть близка къ тёмъ 
зпачевямъ, которыя встрёчаются па практикб. [ем. изгабъ пластивки 
по цилиндрической поверхпости]. 

Такъ какъ ф-и обыкповелно медлеппо мфляются у своего тахитита, 
то мы можемъ считать, что дажо зпачательныя отклопев!я величены а? 
оть значения (с) мало отклонять величину (Х,)... ОТЪ ея максимальпаго 
зпачензя, онредёляемаго ф-ой (№). 

На освован!и этого мы можемъ заключать, что въ случаВ гибкихъ 

. стержней измЪиен!е высоты сфчешя # будеть мало вщять па величину 
наибольшихь напряжешй. Каждое изъ слагаомыхь въ общей 4-лЪ 
для (Х.)„.» будеть изизиятся, но общая ихъ сумма остается при этомъ 
почти постоянной. Такое же заключеше можно сдЪлать относительно 
наибольшихъ папряжетй, по середин® пролета въ случа балки съ за- 
дЪланиыми концами, такз кокъ приближенная фола для изгабающаго 
момента при большихь зпачешяхь 4* остается прежпей. 

Примвнимъ теперь приближепный методъ къ рёшеню еще одпой 
задачи, иыфющей практаче- 
ское значеше. Предположимъ, 
что балка съ распоркой под- 
воргается дВйствю пе только 
поперечной равпомфрно-рас- 
предвленной нагрузка, по 
также и продольной силы 
Во (черт. 17). 

При такомъ дАйстви силъ, 
очевидпо, усиме 5, растяги- 
ваюшее балку, не будеть равняться сжниающей силф въ распорк®, 
Разность между этвви усилями будетъ равняться величат растягиваю- 
щей вишней силы 8.. Ур-е (59), изъ котораго можеть бать опредфлена 
сила 5,‘напишетея такъ 


+ 
1 я 9 
#2 0, и. 
5 И 4 Е ЕР, -К ЕЕ ЕЁ 


Если. мы вифсто у поставанъ его приближенное выражен! 


Чарм 17. 


%х 
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то получимъ 


к 
: вк о а _ 
а = Кина К 


Полагая 
Та = 


ны приводимъ ур-е (72) къ такому виду 
2’ — ат = 4. 


Ур-е это весьма просто рёшается при посредств8 линейки и мы 
легко можемъ составить цпфлую таблицу зпачев!й д, соотьётствующихь 
равличпымъ величинамъ силы 5. Полагая въ урчи (72) а' равнынъ 
пулю, получаемъ . 

Го 


с: 2 
&=-Т ВР (1). 


й 
Это то зпачене силы 5%, при которомъ продольное усиле въ балк 
обрашается въ нуль. 
Раземотрамъ теперь балку съ задзланными копцами. Полагая (ф-ла 70) 


тв“) 


представимъ для этого случая ур-ю (59) въ такомъ видЬ 
др 
1 я о 
в (. + =) К, 


2 


Ур-4е это также легко рёшается при помощи линейки. 


. Полагая 
а 
т =х, 
Т- 4 : 


нолучимъ для пашего прежняго численпаго примфра 


Е 4,23, 
откуда 


2 = 2,08, 0 = 4,12, и— 319. 


Пра нагрувк® вдвое болыцей интенсивности получимъ 


я = 16,95, 
отвуда 


= 2,95, и = 4,39 


Вляве дополнительныхъ продольныхь силъ можеть быть оцфнепо 
такимъ же способомъ, КАКЪ И ВЪ случа ®пертыхъ концовъ, 


$ 14. 0бъ изгиб® олегка искривленныхь стержней. 


При пзелфдоваши изтиба кривыхт, стержией '), мы убфдились, что 
злементарпая теория, построенная па гипот6з® плоскихъ сфченй, даеть 
для напряжешй весьма точпые результаты. Поэтому въ основаше даль- 
пЪйшихь вынодовь им можемт положить эту типотезу и считать, что 
величина изгибающаго момента пропорщональна пзмфнепю кривизны 
оси стержня въ разсматриваемомь сёчони, Разсмотримъ здесь случай, 
когда ось стержня весьма мало искривлепа въ одпой изъ тлавпыхь 
плоскостей сторжил и всЪ силы дфйствуютъ вт плоскости крививны, 
Задача ота предстаиляеть нрактическй инторесъ, такъ гакъ ея рено 
позволит, намъ сдълать изкоторые выподы относителью вляшя пачаль- 
пой погиби, всегда встрёчающейся при практическомт выполнен и пря- 
мыхь стержней, на обстоятельства изгиба стержЕя. При изслёдовани 
изгиба паправимъ ось & по лиши, соединяющой копцы искривленпой 
оси стержня, ось у расположимъ въ плоскости кривизны. Обозначимъ 
черезъ у, ординаты начальнаго искривлешя оси я черезъ у, — прогибы, 
обусловленные двёствемъ силъ. При малыхъ искривломяхь мы можемъ, 
какъ для начальной кривизны, такъ и для кривизны, получающейся 
посяв деформащи, брать приближонныя выражошя, Въ такомъ случай 
ивызневе кривизпы, вызванное дЬйствемъ силъ, представляется такъ 

Фу Фу @% 


а р’ 


4’ 
гдЪ 
УШУ. 


Слфдовательно, дифференщальное ур-1е, онродзляющее измнене кри- 
ВИЗНЫ ОСИ стержпя, папишется такЪ 


в 
би м......0....@ 


‚ Если концы стержня при изгиб свободно могуть скользить по оси 
2 и пикакихь продольныхь силь не приложено, то очевидно прогибы“у, 
слегка искривлениаго стержпя ничфмъ пе будуть отличаться оть соот- 
вфтствующихъ прогибовъ стержня съ идеально прямой осыо. Иной ре- 
зультать мы получимъ, осди перейдем къ ивелфиованио изгиба въ слу- 
ча дВйствя пе только поперечвыхъ нагрузок, по и продольныхъ силъ, 
ДБйстве этихъ силъ, как мы ужо, видьли, вависить оть искривленя 


.1) См. Журоь тоор. упр.-и. Г 6$ 88, 80, 


— 63 — 


оси стержия, и потому начальная кривизиа вЪ задачахь такого рока бу- 
деть играть существенную роль, Изслёдоваве этихъ вопросовъ, копечпо, 
можио выполнить путемь интегрировавя основиого ур-уя (а), но мы 
быстрЪе придемъ къ цфли, если воспользуемся нредставлешемъ ур-Ёя изо- 
глутой оса въ фориф тригонометрическаго ряда 1). Начальное искри- 
влеше оси нашего бруска мы всегда можемъ представить вт такой 
фори8 

372, 


вы (и (0) 


т; 
В 


340 = В, Е + т 2 

Здёсь, какъ и прежде, черезъ { обозначепо разстояше между опор- 

ными точками стержня. Начало координат совпадаеть съ лфвымъ кон- 

цомъ оси стержня. Концы стержня предположимъ свободно поворачи- 

вающимися, въ такомъ случаз прогибъ, обусловлеппый дёйстыемъ силъ, 
можно представить такъ 


„та . 2пх `. Зта ' 
ур = в: и + @, 5 — о + а Но... (0) 
Для опредвлешя коэффищентовъ а,, 4.,. . . воспользуемся пачаломъ 


вовможпыхь переифщенй. При этомъ наиъ понадобится выраженю для 
потевщальной энерми изогнутаго стержоя и для работы вафшнихт, силъ. 
Такъ какъ ур-1е (а) для опредёлейя у, такое же, какъ и въ случаЪ 
прямого стержпя, то очовидно мы можемъ воспользоваться прежнимъ 
выраженемъ для потенптальной энерг!и (ф-ла 61) и положить 


з= 

Въ качеств поперечной изгрузки возьмомъ силу Р, сосредоточелную 
въ разстоянии” ©, оть, лВваго конца. Если мы будемъ равсматривать пе- 
ремфщеня, соотвфтствующя приратеню ба, коэффищента а, въ выра- 
жении (с), то работа, совершаемая силой Р на этомъ поремфщенги, оче- 
видпо, представится так. 


Ра, т 2 Тб 
. т: 


Предноложимъ, что кром поперечной нагрузки на нашъ брусокъ 
дДЬйствують продольныя сжимаюрия силы 5, приложениыя по концамъ. 
При выЧслени работы этихъ силъ на вовножныхь перемёщевяхъ, намъ 


1) Ом. нашу работу, Вфетинкь О-ва полон 1918 г. 


и - 


цужно знать изыфиеше разстоявя между концами стержня при искри- 
влеми оси. Разность между длиной искривлевной ося стержня носл 
деформащи и длипой хорды, соединяющей концы стержия, на оспова- 
вши ф-лы (65), представится такъ 


ао в= ие 
п? 
= Ужы +2 Ув, -- У 
р эт = 


"Га же разность до деформащи была равиз 


: сз 


, 
и, Дата = и Уты 
= 


# 


Слёдовательно, изгибъ стержня сопровождается такимъ изизненемъ 
разстояя между его концами 


= == 
В =, Умар Утаь --. 3) 
р 


Если мы козффищенту а, дадимъ приращеше ба„, то этому будеть 
соотвфтетвовать измфнене раастоявя между копиёми, равное 


ПОВ ИА 
да, 21 


27 (а, 5.) ва. 


При этомъ сжикающя силы совершать работу. 
9. — т т" 3 ,) $а,, 


я соотвфтствующее ур4е для опредёлешя коеффишента а, напишется 
такъ 


Рав а, ма.) ва, = 
Е, м 
= 84, = эр" а. $ а, 
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ели мы воспользуемся ирежнимь налимт, обозначешенъ 


а 
Е к › 


то получимъ 
тс, 
т. #'.ё 
ы ЕЛ а (т — а' и*) = 


2 ррав 


а 


Вставляя это въ выражеше для прогибовъ (е), пайдемъ 


что зп ПТ 
2РА 1 ‚ птх 
и = дум да "оу № 


еее. (94) 


з 


=1 


Сравнивая это..съ результатом, получоппынъ пами раньше дня пря- 
мыхь стержней (ф-ла 66), заключаемъ, что первая сумка полученнаго 
выраженя (74) представляеть собой прогибъ прямого стержвя, Второй 
сумной оцфнивается вмяше крививны. Дополпительный прогибъ, обу- 
словленный начальнымь искривленемъ, совершенно не зависить отъ по- 
перечной нагрузки и мы его можемъ вычислить безъ всякихъ ватрудие- 
1й, есяи только заданы коэффищенты 0,, 5‚..... Пользуясь сложе- 
шенъ дьйстый поперечвыхь нагрузокъ, мы при помоши выраженя (74) 
легко пайдемъ прогибы при любой поперечной нагрузкЪ. Возьмемъ, ва- 
примфръ, изгибъ равооизрно распредфлевиой нагрузкой стержия, имВю- 
ЩАго начальное искривлен!е по парабол®. Чтобы представить это искри- 
влеяе въ видЬ тригонометрическаго ряда, поступимъ такъ. Вовьмемъ 
случай изгиба прямого стержпя двумя равными и прямопротивополож- . 
выми парани силь, приложонпыми по ковцамъ. На основан ф-лы (63) 
урче искривлевной оси представится такъ 


4МР М т пла | 
= - еее + @ 
= ув» в ® 


=113,5... 


и орогябъ по середин® будеть равняться 


4 МР 1 1. 
=. (1 +.) 


6, Фомодевко, - ` ь 
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Съ другой стороны для того же прогиба мы можемъ паписать 


МР 
==... ® 


Такъ какъ въ этомъ случа можпо искривленную ось стержпя при- 
пять за параболу (приближенная ф-ла для кривизны приводить наеъ въ 
случав частаго изгиба къ искривлейю по параболической кривой), то 
на основан!н сравнешя (4) и (е) мы можемь для начальнаго парабо- 
лическаго искривяешя со стрвлкой { взять такое выражон!о 


Ге". 


СяБдовательто, козффищенть $, въ выражении ($) будеть имфть зна- 
чото 


7’ 
и ф-ла (74) дасть намЪ для равномфрной нагрузки такое ур-е изогпу- 
той ови 


у, 
п-т УХ ея, "99 
ити, 
тв 82 Ум 879 в 
они" Ив 


Въ разсмотрьнномъ случай вл/яю!6 пачальной крививны можеть быть 
опфнепо очень просто, нужно только прогибы, вычисленные для пря- 
уого стержня, помножать на величилу 1+ В. При положительныхь 
значешяхь / начальная кривизив вывываеть увеличон:е прогибовъ, Отри- 
цательное значен{е /’ вызоветь, конечно, противоположное дЬйств!е, Оть 
прогибовъ мы можемъ перейти къ угдамь поворота ковцовъ и къ изги- 
бающимь коментамъ, 
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ИвзиЪняя звакъ силы 6, ны безъ нсякихъ затруднешй переходииъ 
къ изслфдованю изгиба при одвовреноппомь дВйетыи поперечпой вз- 
грувви и продольныхъ растягивающихь силъ, 

НапримЪръ, въ случа равномфрной нагрузки в при первовачальнонъ 
вскривленги по иараболв выражене для прогибовъ балки съ опертыми 
концами (см. $ 10) напишется такь 


вм (1 =?) 
и -— Ван [- т 1| +55 2(-да-в 


При абсолютно задзланпыхъ ковцахъ опорные моменты №5, на оено- 
зави ф-лы (47), представятся такъ 


Ма, 


Выражене для прогибовъ балки при упруго задфлапвыхь копцахъ 
напитется на основаши (49), такъ 


4 Пе -к(Пи-и, _ 17 
= би О-В |= 


Ф-лы эти отличаются оть того, что ны иифли для прямыхъ стержней 
лишь множителень 1 — В. Знакъ у В мы перемфиили соотвЪтетвенно 
ивифнешю знака 5. 

Еще болве простыя выражошя для прогиба мы получимъ, если возь- 
Намъ начальное искривлене по сипусопдь 


о = Е 


Равснотрииъ случай двйствя только продольной силы. Въ такомъ 
случа ф-ла (74) даеть намъ у 
зат 72 
я бзт —- 


эх = 


Сь увеличощенъ продольной сжинающей силы воврастаоть а”, & 


БСТ ©ъ ТВмъ растеть и прогибъ, Особенно быстро начинзеть расти 
о 


прогибъ съ приближенемь а’ къ еднпипф, что соотв®тетвуеть ирябли- 
женою продольной сжиизющей силы къ Эйлеровой нагрузкф. При 4? = | 
ваше выражение (77) обращается въ безконечпость. При «*> 1 знамо- 
патель выражешя (77) становится отрицательнымь и мы будемъ полу- 
чать положительные прогибы при отрицательпомъ значен1и 6, Это пока- 
зываеть, что мы можемъ сторжень съ начальнымъ искривлещенъ пере- 
гпуть въ противоположную сторопу.и держать его такъ въ изогнутомъ 
состояпи при помощи продольпыхъ сжимающихь силъ, но при этомъ 
величипа этихъ силъ должна быть больше Эйлеровой пагрузки и тёмъ 
болыше, чфыъ мепьшее искривлене мы желаомъ поддерживать. 

До сихъ поръ мы предполагали продольныя силы задаппыми. Иногда, 
01% памъ но известны и являются сяфдетвемъ того, что коппы стержпл 
при изгибВ не могуть свободво скользить вдоль оси х. Предположимъ, 
напримвръ, что велдстве особыхь закрёплен разстояше межлу ков- 
цами не можеть изифняться, Въ такомъ случа 


В 
ыы ну Динан = р: 
; 


Вставляя вифето у; и у, ихъ значеня, мы изъ этого ур-фя могли бы 
НАЙТИ величину продольной силы и потомъ полностью  изслфдовать во- 
просъ объ авгибф, какъ это мы дфлали въ предыдущехъ задачахь, гдё 
продольныя силы были задалы. Если концы стержня соединены упру- 
гой связыо такъ, что изызнен!е разстояшя между ними пропорцонально 
‚продольной снлф, то величина продольной силы найдется изъ ур-я 


+ 
1 19 
$ ее рр. :-- 8 


$ 


тк К коэффищенть распора. . 

Если бы мы, напримвръ,. вивето у, взяли начальный прогибъ, с0- 
отвтствуюний искривленю по параболВ и выбето у, выражеше (76), 
то получили бы ур-6 для опредбленя продольной силы при упруго 38 
дфлапныхъ концахъ. Въ эго ур-4в войдетъ величина В, зависящая оть $ 
и потому опредвлеше 8 въ этомъ елучаВ будеть сложн%е, чЪыъ то было 
пря прямомъ стержн® (см. ур-ю 58). Рашоше ур-я удается равыскать 
лишь’ путемнъ пбелфдовательныхь попытокъ. Мы для упрощеня этой ва- 
дачи воспользуемся т8мъ же приближеннымъ способомъ, который бы» 
примфиенъ раньше для прямых стержней (см. $ 13). Допустинъ, чо 
подъ дйстемъ поперечиой нагрувкя и продольныхь растясввающихь 


— бя - 


силь стержень съ опертыми копцами изгибается по сипусоиде ‘): 


Начальное искривлене также примемъ по сипусовд!: 
„тф 
= вы 1 
Вь такомъ случай 
.„. т 
. фазт-— 
ит 


т _. 
1+ а? 1 1-- а" 


и = 


Вставляя это въ ур-4е (78), придемъ къ такому ур-Н0 для опредЪло- 
ия а: 

(ю— фа) 25 (№ — 8%) — 4а? 

с ба м Пу к’ 


тдВ 7, какъ и раньше, обозпачаеть кзадрать радуса инерцм попереч- 
наго сёченя. Изъ этого урЁя величина «’ можеть быть опредЪлена 
безъ всякихъ затруднешй, Нсколько’ численныхь примфровъ этого рода 
ны приводинъ виже въ связи съ изслёдовашемъь изгиба пластипокъ ло 
цилиндрической поверхности. 


. (19) 


$ 18, Прнифноще тритонометричеокихь рндовъ къ изодфдованю негнба 
стержней, ложащать на спдошномъ удругоиъ ооновани. 


Если стержепь съ оиертыки концами лежить на сплошпомъ упру- 
гомъ основант, то при изслфдовати его изгиба выгодно воспользо- 
ваться выражевемъ для прогиба въ форм трпгонометрическаго ряда 
Зтт 


„ 2; . 
+ а, ® —= а, $8 =... + (4) 


то 
у=азт 7 7 


1 

Жовффищенты а,, а... .3ъ этомъ выражени вычисляются для каж- 
„двго частнаго случая при помощи начала возможзыхь перемфщен!й. 
Нужное для етого выражение потепв{альной энерми составится изъ двухъ 
частей: энерми ивгиба стержня 7, и энерми доформатни упругаго осно- 


1) Это совертенно точно при дЬНстия сплошной нагрувки, мфвяющейся но 
закону сину‹овды. Для раввомфрной пагрувыя мы такниь путемъ получаем» пить 
приближовиое рышен!е; но точность его, какъ можно оудять на оспопашы вычи- 
сленй, одъиеввыхь для пряных огержией, вподн достаточна для практическихь 
приложен, 


= бу — 


вашя Г,. Для первой части можемъ воспользоваться пзвЪстнымъ выра- 
жезвемт (61). Что касаетсн энермп деформадти осповашя, то опа пред- 
ставится такимъ образом, ')} 


: . 
1 . Я 
р =з в == Ум. с... 80) 
# 
Слфдовательно, 


_ И 
РУ, ку, = НИ Уже, +1 Ув, 


Разсмотрамь изгибъ балки сосредоточенной силой. Р, приложенной 
въ разстоян!и с, оть лЬваго копца Для опредвленя любого коэффи- 
цента а, в% выражени (а) начало возможныхь перемфщенй даеть въ 
этомъ случаВ “такое ур-е 


откуда находимъ 


Общее выражене (@} для изогнутой’ оси стержпя нерепатется 
такъ 


, эт 
_ ЭР 7 в 
У Шу Я .. 
Иру 


Имзя этоть результать, мы путемъ сложеня дфйств!я силъ легко мо- 
жемъ перейти къ любому случаю нагрувки. Напримръ, для равномфрно 
раеспредёленной пагрузки интенсивности 4 нужно въ выражеше (81} 
поставить выфето Р величапу 94, и потомъ пронзвести интегрироваее 


по с; въ предфлахъ оть 0 до 1. При этомъ получается такой резуль-, 
тать: 


ЕЕ 

= 44. т. ..... (89 

у ув У Во °. ©) 
” Е п 


. 1) Величина  хароктеривуеть жеоткооть основана (ом. $ 2), 


и 


Въ тбхъ случаяхь когда мы имфемь дфло съ нодатливымъ осиова- 
нуемъ величина т будеть мала и мы съ доститочпой для практика 


точностью иожемъ ограничиться лишь первыхъ членомъ выражения (82). 
Наибольший прогибъ будеть имфть мфсто по серединй пролета и вели- 
чина его равпяотся 


—_ 49 _ 1 


и, 2: - 6 


Зтон ф-ой выгодио посиольволатьси для приблажепииго расчете порокрастной 
балки (см. $ 6). Везичива промежуточной опорной редкщп для средной балочка 
глазпато паправиен{я опредфльтоя а% выражен (4-ла (#) $) 


в! 
и 


Колы въ ного нставить ямфсто у леппчину, опредфллоную иат (83} п провять во 
вопмаз{е, что пт, равсматриваемомь случяЪ ($ 6) 


то получямъ 


ры 0) 


2) ° 


Пра иальхъ авачев|яхт и нриблямевная ф-ла (%} даеть для Н достаточно точвый 
ввачев!д. Съ воврьстаыемь и точность убываеть и ‚при «1 отпосятельвая по- 
трыпвость уже вфоколько больше 194, 

Полобнымъ же обрзаомъ рыиаетол авлача въ случав двужь порекростиыхъ ба- 
локъ '). Расвростравев!е того же пр?ема па случай каного угодно числа разно- 
удалеввыхь полерочпыхь балокт приводяиъ иъ олфдующемъ параграф$, 


Если кромф равномфрной нагрузки имфется еще продольная сжина- 
ющая или растягивающая сила, то выражен для изогнутой оси легко 
представляется въ такомъ видь; 


= эт В тя 
4ий } 
= - о. . (82 
= дут У . о (82) 
Е ТЕ . 


гдВ а? представляеть собой, какъ и прежде, отношеше продольной силы 
къ Эйлеровой яагрузк®. 


ОИ 
2) Ок вашл курсъ сопротивлевя матерадовъ З-ье яед, стр, 324. 


$ 16. блучай нфоколькихь перекрестныхь балохъ. 


Предполежимъ, то система Салоу, главиого пнправлешы, иарадаельшыхь оп у 
(чорт. 18}, подльрекипаотси ибенолькими поровивотныи балыёми. Изслфдувыт нагнбъ 
этихъ балонъ подт дЫйиемть сплошной нагрузки, 
риспродряеяной по изошеди АЛОР. Исиривлепная 
поворхяость, по которой пзогнется наша енстема, 
балок, можеть быть предстпвлопа такт, 


-о ное 


, в \® тсх . ти 
= =У, прив Па...) 


в в 


Зтобы пач этого пыразкон:и получить ур-ю изо- 
гпузой оси #08 балки гланпаго маправловуя, нужво 
только выфото & постанить соот тетвующео звачо- 
ме 2,. Точно тпкжо йе получоши урчя наогнутой 
осв ой переврестиой балии нужло пыфето у- по- 
сташьть соотимтствующое аначенто а. 

Голи р обозпачвотт, число бвлонъ глеппаго паправнов!я, х- чполо перо- 
крастлыжт, балокьы Е/!-шосткооть 1-0 балки глапнаго напрлалевя н Е/! — жест. 
кость, 08 перакроствой балки, то потепщальния эпорМи изгиба пашой спстемы 
белокъ продетавится танинь виракевуемь: 


Работа спловьной нагрузки прп иагибф баломъ будота, рапия 


а 
ЗИ 


Коаффяжонты а„„ опредфлятся аъ условй 1} 


У Е) 


Разомотримъ подробвфе случай, когда алии главнаго направлен равмо уда- 
левы и вывЮтЬ одпваковое поперечное сфчев!е, Т8 же продположен!я одфизеиъ 
относительно поронрестныхь балонъ м допустпиъ, что онстемя балокъ нвгибавтся 
раввомьрно раопродёленяой нагрувной днтевонвиоети 4, Игь усло сяыметрт 


*) Мы предпорагаемь нонцы балонъ овободво поворачивающныися, -повтому 
работа сплошной пагруаки представить собой вело работу вефшяяжь оилз, я 48 (5} 
является одфдотьемъ цачала воеможвыхь перемфщев:й, 
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зневы 
„ ноих- 


ожом“ь злкльчить, что вл, общео пыралконе (а) лая прохпе: 
съ почотиыми лиачиаии т в я, и ур-ы для опродёлоня нооффицюинтонь а, 
чномый иль общего пыраженил (6), будуть шарть такой кпдты 


(85) 


1 вели иен дъяптея па 2 (р-- 1) 
1 
‚ вслв м — я дывтен ив 2 (ри) 


1 
т1 весия 1 ве дЬлитея па р4-1 


©, еслы м дёлатся ва р-н | *). 


Пректичоски приходятся огравизпаоться лить взоцольклми первыми члевамл 
въ общемь выражошии (в) для прогпба и потому при достаточно большому чнсль 
балони, [2 ("1 > ть, 2 (р--1)> м--я| каждое пяъ ур-Ё (85) будотъ звклю- 
четь плшь одивъ повзпботпый нозффищовть. Козффищевты логко вичиеляются по 
такой ф-ль й 


4ай 48 1 86) 


р Чи ия’ Де в... 
лит” Бут вонь 


Инфя выражено для козффищентовъ, легко пайти прогибъ любой порокреет- 
вой балки, Предлоложемь, льпримфрь, что у паеъ члело порокроствыхь балонь 


з) Вой этв раповстя золучаютсл ва оенопанИт 4-лы: 


елке 


608 & + 203 (а 4- В) + 60$ (&+28). ‚+ 005 (а + пВ) = —^— 
=. 


Из ноя сяфдуеть 


цечолиое в пашиивые ур-4Ю изогнутой пен дия средпой балки, которой ‹о- 


отвртетвусмь и =. Вели 


в 


ин 2%, ан (— 


и аа зничоние У пъ пыражоше (@), получать 


Или, пользуясь пыраженемъ (85) дли коэффощонтовь ан, получныы: 


эхх 
_ за. т 
в> не ки ЛВ БЕ 
ВЕ 
ви 
зе 
-ЗЕИРЕТ о УВРЕЦ“ ‘` . 
ЕЕ 


Чанбольшую роль нграеть иврный члеть этого пырвжешя п обыкоовешио ву 
пачествь перваго пряближишя им можно огравичнтьсн, Тогда в осповваь! (80) 
можио свазать, что прогибъ разематриваеной перокроотной белки такоё же, какь 
у белкы съ опертымн копиами, лежащей на сплошаонъ упругомъ оснопвеа и 
внгабаомой равном во-распрелфлвиной вагруакой ивтевсиваости 

—_ 49% 
три 


жосткости основаязи зарвкторвауетсн величинами 


= ух- УЕ 


Дли вычислевя прогибовь пъ таком случа» проще всего носпользоватьоя 
4-ой (16). Тогда для прогиба по сеиедивВ получимъ выражово 


ВЯ 1 + М! 
= О-о = 2 ИФ ....-® 


ЕЛ при 
й1 +1 


РЕ. 
ЕЛ 


&= 


{) 
я 


з 


а 


Здъсь червь © обоавачева воличипа 


1, предотаюдяющая собой пагруану, 
приходящуюся на одну балку главваго вапрарлев!я. Маожитель, стояций передъ 
скобкамя въ полученномъ выражеви для прогиба перокреетяой балки, ст, доста- 
точвой почноотьй можетт быть прязять раввымъ прогибу балки главнаго ваора- 
ялввя при отоутотян поренрествыхь балокъ, Множателемт [1 — ф (и}] опфнивается 
влрие!о перекреотвыхь бвлокь. Нь освоввз!я таблицы [1 заключаем что про 


В <н< эт перекроствыя балки будуть вродаы. Оп% вв только ив поддержя“ 


воть рокшен балки главнаго ваправлов!, по ваобороть увелячивають вя про- 
гибъ, Когдв прогибы перокрествыхь бвлокъ опродёлены пвыфчоянымъ эдФоь обо-` 
<обомъ, легно можотн быть раасчитвнь средняя балка главвьго направлев(я. Для 
этого проще всего воспольвоваться ф-вни для яврварфаной балки съ опорами, рёс- 
положеяными на равличвыхь выоотахъ. ` ^ 

Мы до сахъ пору предполагали, что #сё порокрестныя балкы иыфютЪ одивв- 
ковую жасткооть, ганое же допущен® мы дфльди и относнтельно балокъ главнаго 
ваправдешя, но тоть же лремъ можеть быть оъ выгодой примфнонъ я въ тфхъ 
случаях, когда одной или пфоколькныъ баднвиъ прядако нное сфчеще, Ходъ рь- 
тооз!я задачи пояскимв яв такомъ примирЪ. Продположииь, что пиосное покры- - 


зпеунто равкомьриую нагрузку. подноржиняотся одальтдцатью ралисуда, 
ными балнами глиншиео напраолони м идтью порскрестиыми бзлками. ош 
пока, билону. предиолагаютел спобохно понорачиниющинием, Нопоречпыя смены 
пебхт, балок главиаго вапраплоня одниаколы. Что касаотсй нервирестныхь ба 
зокъ, то средняя эл. ппхт, имрат, идрое большую жестностл, ч\иъ друг. Дня 
потопщальной эвергп изгиба наой спстечы бплонл. мы папишамь такос ско вы- 
ражове, накь п пъ случай перенроствыхь балокь постоянной жосекости Е и 
потомт, къ ноиу присоодипинть ныраженю 


Е т 
Пр ар бачан =... 


4-34 (аи — 


, которья соотвфт- 


предотаванющее собой ту прибавку къ потоащальмой энерии, 
ствуеть удноению жестности оредпей порекрестной балки. 


Уря дан опредфлевм нооффимеетовь ч„„, полузають при этомт, такой виды 


т, 


д тд, 
бы ва 


с, 


при различныхь т ил и огравичиваясь лишь первыми злевами въ общемъ пыра- 
жеви (0) [м +л < 12], мы вабдемт, что спстоиа ур-{1 для опредзленя коэффиц;еп- 
товЪ 4„„, Распадется па грубшы, при чет въ важдую группу зойдуть лишь козф- 
фитюнты" съ одиваковымн заачкеми ян. Рамон этихь ур“ крайне просто, такъ 
хакь зпачени полнчпя» а,» быстро убывають съ уреличенень ». Фслн въ ва- 
семь примф& мы воаьмент, девить чловоят, въ общемт пыражовун (а) и пиедень 
для сопращовя обозначешя 


то порвая грувза ур (м, = 1) вапимется такт 


баа-+ За, + (а, — виа 
3*6а ал + Вал — (ви -— дв ан) = 324. 
ба пн + а + @, +0 = ы 4 


й 
Провзведемъ -вычпеленя для того случая, когда о ==0,435. Рышов!о ур-+# даетъ 


памъ: 


2114494; а, =02М 4; а,ь==0,008 4. 


Подобнымъ же обравомъ ивъ второй и третьой группъ ур-№ (м’=3} п (= 
пайдемъ и 


а, = 0107, — а,=00864,  ан=000% 4, 
,0086 4, о, -=0,0044 4, 0,0008 д. 
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Пыфя зпачены коьффиицонтонт. м. лего шзиилсауя. выражено дли изигнутй 
оси каждой порекроствой балки. 


в . т, 
Тань, вапршыфръ, дня сродисй перохросллой балки (= #) получпыт, 


. й МЕ: 
ан р а — ава -нат*, (а, — а -Наи} 4- чп ЗЕ 6 вы +в). 


. : : 
Встьваяп сюда чиачовя коэрфитцентонь и полагая х = о, попучнуь 


г 
, ИР Бур 


аки. 


Подобаыыъ жо образомь дия олыующихь двухь перокрествыхь бёлокь, 
полагая 


получпыт 


Величиву нагибающаго момонта дли каждой поренрестяой бални маЯдонь“ 
вал ф-лы 1) а 
> 
М = ЕТ. 
м] пы 


Вставляя выфсто ш соотвьтотвуюдИя выралоши для прогвбовъ, вайдемъ ддя 
сродвиъ порокрвотпыхь белокъ такм аплчешя моментовъ 
м : 50282 м = 0.2205 м и =00и &. 


&= ну = ве 


В 


Теперь оствется разочитать баякя главвяго звправлеви. Крайши ваъ отихъ 
бвлокъ можно разсывтривать, какъ перварьзаныя балки па сеыи абсолютно жестких 
опоражт. Опорпыо моменты для вахъ будуть вызть значелй 

(М) „= - боем 9 (№), =-0004 9: И), =- 000941 и, 

ый. „= . 


Что касается средиеН белки главваго направлов!я, то для нео придется нъ вы- 
япслеявымъ выше ошориыыъ монентаыъ присоеданить момоиты, обусловленвые 
оовдной опоръ. Обовпачая вхъ соотвётствонно через, М,: М,, и М. получиыъ, 
на основанн паНленоыхь выше прогабовъ, такую оастему ур *)° - 


$36.57, 9 


ам ВР 8-58) 
маны. 9 ль) 
оду 


м, +4М,= а . =. 41.75-+115), 


отнудь ваходнмъ 
М, =0,0425 9: м, = 00572 9; м, =00512 9. 


Присоедавия сюдь пайдовные выше опорвые момовты от» нагрузка, полу- 
чаеыт окончательно для пагбающикъ момонтовъ оъ увлахъ средпой бални глав- 
аго направлен анечензя: 


М = 00808 0, М/=006Ы 9, М, 


0,0548 91. 


*) Для средней боль зыфото #7 вужно, ковечво, ввять 22. 
2) Сы, Урчы (48) пра н=0. 


Замйтамь, что прп ваятомь шани чнслф званов» пъ вырвможыкь дия прого- 
бовь перекрвстныхь белокъ, трет! звакт, нь чполахт, получепвыхт, для момоптов», 
является сомнительвыйъ. Коночло, моло быпо бы получлть и белВе точпыя пыра- 
жешя дли моментопъ, о такой расчеть во пыйль бы практическаго звачоши, такъ 
какь псе рАшен@ зндачи доллется по сушеству лить прибложеннымт, Мы, напри- 
ыъръ, совершено ие привимаи по пвпчаше закона расвподфиошя даллев!й, полу. 
звемыхъ балками главпв"о направлеяя отЪ плаетапы иноскаго перекрытия, п ври- 
пяли эти давлевя равиомёрно распредлионимыя ло плоскости локрытя, На самомт, 
дьль этого вт, я получеемыя волфдоте атого погрфшвоств будуть яь раземо- 
трьввомъ чпсявнпомъ примфрь, овроятоо, ве мольшо тЬхл, носрвиивостей, который 
являются сибдетшемъ воточпогл опредфивия прогибопь перекрествыхь балонъ. 
Выневепвый па числовом примфрь способъ расчотя перекрестныхт балонъ зегко 
момегь быть распроотраповт, на тоть случьй, когдл нагрузка пе равпомбрпая, 
а, ваирамфръ, мёпявтся вдоль оп у по линейному занопу. Есло по ниицамъ перо- 
крестаыхь балокъ приножовы моменты, то можно пользоваться тфит, же премомъ 
расчета; вужно тоько нъ работЬ вагрувно присовдивать работу опорвыхь паръ. 


ГЛАВА И. 


Малыя деформащи стержней съ кривой осью. 


$ 17, Малыя деформащи бруска съ круговой осью въ плоскостя 
кривязиы. 


При пзол®довани изгиба брусковъ малой кривизны ($ 14) было 
„указапо, что съ достаточлой для практики точпостью можно считать из- 
ифнсше крививпы оси бруска въ какомъ либо поперечномъ с®чеши про- 
порщональнымъ величинф соотвфтствующаго изгибающего момента. 

Еели за положитольное паправлен!е момента примемъ то, которое 

. увеличиваеть начальную кривизпу, обозначимъ начальный ражусъ оси 
бруска черезъ 7 и ращусь кривизны изогнутой оси бруска ‘посл лс- 
формащи через р, то основное ур-ю для изогнутой оси бруска, пра 
действ силъ въ плоскости крививпы, съ которой совпздаеть одпа изъ 
главныхъ овей инерщиа попорочпаго сёченя бруска, напитется такъ ‘): 


ву) =м. и... 88) 


Совершенно также, какъ и для прямыхьъ стержей, мы про усломи 
малыхъ перемфщен!й, можемъ замвить 
Ур-Ю (88) боле простым» ур-4емъ, если 
выравимъ ниамфнеше кривизны оси бру- 
ска черевъ пероыфщене #, которое ©0- 
вершають точки оси въ ражальпомъ 
паправлеши при доформащи бруска. 
Пусть АВ искривленная ось бруска в 
пунктиромъ указана первоначальная 
круговая ось (черт. 19). Ращальныя 
поремёшешя # считаемъ . положитель- 
пыми, если ови происходять въ направлев!и къ центру 0. Двумя раду- 


Черт. 19. 


*) Мы проднолаевемъ, что рязыёръ поперечнаго афчошя бруска въ рымащь- 
пом ваправдев!в иаяЪ по срававя\ю оз радуосмт кривпаны. Въ тёкомъ одучё$ 
выражейе дип жесткости при нагёбь будегъ такое же; какъ дия прамыхь 
отержней. 


— 19 — 


сами съ угломъ 40 выдёлиыъ элемонтъ ми, кривизна котораго до дерор- 
мащи будеть 


Въ случав весьиа малыхъ персуфщенй мм при опредфлени изиФно- 
Ия кровизлы можемъ сравпивать кривизну элемента ия съ кравизной 
элемента т’я’, выдленнаго изъ деформированной оси бруска тЪми же 
радусами от и ом, 

Для эломепта т’и’ кривизна можсть быть представлена такъ 


90-546) 
45% р 
Изъ геометрическихь соображенй (см. фиг. (6) черт. 19) можемъ 
сейчась же написать 
аб вв. с... (@) 


Въ такомъ случав, прелебрегая малыми высшаго порядка, полу- 
чаемъ 


% 
6 в оби а 


.... (89) 
Вставляя это въ ур-!в (88), получавмъ +) 
фи М» ‚ 
т еее. (8 
"= Е 88) 


` 
Совершенно таной же ревультать мы получили бы, обли бы нанли ур-10 яскри- 
зленной осн ЯВ въ полярвыхь коордвватехь: 


Я=#—а 


и зыражев!о для радфуса зенторе А вотаввия въ вазьствую ф-лу для криввепы: 


а8\* а'В 
2. — 
‚№ (= В 
= 
а в\ [2 
[2 (8) | 
Путемъ озбрасывав!я малыхъ высшаго порядка придомъ в въ зтомъ случай 
жь ур-ню (887, 


3} Ур4е вто злервые было получёно ). Ноцватевч, Сохарё. Вей. , 97 отр. 848. 


.. ка 


Ур-е (88') пграеть такую же роль. накъ ур-@ (2} въ слуззё пря- 
михъ стержней, Общ нитеграль этаго ур-я логко паходится и можеть 
быть Написанъ въ такомъ вид: 


2 
7? = (с _ ГОА в) 080 + 


+ (,-- М воз ву) вы еее. (90} 


в 


Произвольныя постояпныя С, и С, должны быть найдепы изъ усло- 
в!й закрфилевя кондовъ бруска. Въ слу- 
чиф статически неопредёлеяныхь задать 
рее (00} даетъ возможность пайти 
лишИя  неизвфстпыя величивы, являю- 
ицяся результатомь липпихъ закрфилен!й, 
Въ казестаь примврь вобъмемь случай кру- 
говой арки съ щарипраыыв закрёплон(ями *) 
{черт. 20). На арку дёйстпуеть сосредоточевиая 
опла Р, приломеноая нъ сродномъ сфчени С. 
Прояанодя въ этомъ сфчевш разрфаъ я занфняя 
дЬйстве прапой половввы аркн ва д6вую оплвмк 
р 
2 
либо съчешя шп нагибающ!Н момонть 


я 5, в момелтомь М», найдемъ для вакого 


М, ЗИ аб Ррвтб 
Ботавляя это эт обииН ивтегралъ (90), лолучиыь 
нм, &" (1 Зв 7 ид — 6650) — 0,50 — Сия 


Сюда вошли двф динимя певввьетвыя М, п 5,. Для опродфлешя отахъ вели- 
зивъ и пренвоольвыхь постояюныхь Су п (’, нифомъ сафдуюцщИя усломя вы 


нозпахь 
(=. (в. =0, М, = = (в + " ) 


Четаертое ур-@ получямх, превобрегья растяяошями отъ продольной склы и 
полагая раввыйъ нулю изыднон!е длины оси бруска. Вт, такомъ случаь 


Деи=о пая [ео 


#) ИЗаый радъ принфровъ, относящихоя къ вагибу круговых» арокъ # нруго- 
яыхъ копать, подробно равобрашь въ отагьф В. Мауог, Реаорг. & Маф. и. РВуя, 
томъ 61 (1918 г.) отр. 26, Ламъ же приведепа литература предмета, 


ЩЕ — 


Инь паНденпыхь четырежь ур-+ опредълятев пс нужныя памъ величины, и 
мы можемъ найти деформащн и напряжени въ любомъ сфчевй: арни. 

Вь начестьф нторого прамфра раземотримъ пзгибъ подъ дАёстьйент собствеп- 
наго вфеа кругового кольца, онарающагосн па горизонтальную плоскость (чорт, 21). 
Прояаводя сфчеш@ въ точк® А и звяфияя дфйств!е празой половивы на лвую 
силой 5, и варой М» мы найдомъ въ съчены В такое выражыме для иагабаю- 


щаго момента 


Му =- №-+ 5 7(1 — 0080) + тт (сз 0 + бат 0 — 1) 


Здсь черезъ т обовыачень ифеъ едияшцы длопы нольцв. Встввляя лыражове для 
Му въ общ; витеграль (#0), получинъ 


фи, - (ные -1)-1" (1+ 


еб 10 Зомив )- ссы — був. 


Для опредфиевия ляшинхь поизофотвыхь в постояввыхь (п С.’, пыъенъ 


условия 
(8), = 


Пром. того убловю первотяжимости оси дветь 
ваыЪ четпортое ур4е 


0: (4) 


‚Дьа=о 


Из этихь ур ваходныъ 


Ч наб 1 воз — 


Прв соотавявы!и выражен для ивгабвющахь моментовъ въ рёзсмотрьоныхь 
прпыёрахь мы исходили изъ подебормароввииаго состоявя кольца м препебре- 
тали тфыи иаифнешямн пъ расположени вифшиихь силъ, которыя получаются 
пслфдсто!в дефорывцуи, Въ тЬхь случаяхъ, когда подъ дЪЁстиемъ ввёшнохь салъ 
возникать аначительныя продольных усяд{я, цамфиене формы бруска можеть ока- 
зынать существенное плын!е па обстоятельства изгиба н его приходится приви- 
мать по вняман!6 при составлен! выреженуя' ддя изгабающаго момовте. Мы реа- 
рЫтамъ эту вадачу при помощи тритовометрическахь рядовъ, 

$. Ц. Тимошенко, 6 


$ 18. Прамвнеше тригонометричеекихь рядовъ къ извлдованю 
изгиба крутового кольца '). 


Предположимъ, что кольдо радуса ” (черт. 22) деформируется подъ 
двйствемъ заданной системы силъ, лежащихь въ 
плоскости кольца (2у}. Въ той же плоскости лежить 
одна ивт главныхь осей инерши сёченя. При де- 
формащи точки оси кольца будуть совершать пе 
ремфщен!я въ плоскости ду. Перемёщоню какой 
либо точки А можно разложить на составляющия; 
радальное перемфщен!е, направленное къ цоятру, 
обозначимъ черезъ и и перомёщея!е по касатель- 
ной къ оси въ направлеши возраставя угла 0 
обозначимъ черезъ 4%. Въ самомъ общемъ случа 
уы можемъ представить радгальное перонфщен!е такимъ  рядомъ: 


Черг. 52. 


# — 0, 6080 + 4, 05204-,. + 5т0 + ит 20 +... . (4) 


Что касается перемфщеня №, то общее выражеше для него мы най- 
домъ, вели примемъ во внима, 470 ВЪ случаЪ тонкаго кольца относи- 
тельныя удлинен!я оси кольца весьма малы и ихъ можно считать рав- 
выми нулю ') при вычисления перемфщешй и и 10. 

Принимая это допущен, мы тёиъ самымъ беремъ высто дВйстви- 
тельнаго кольца Еёкоторую гипотетяческую модель, кольцо съ абсолютно 
нерастяжимой осью. При равномфрномъ вафшнемъ или внутреннемъ да- 
влени такое кольцо будеть вести себя какъ абсолютно твердое тьло, 
Перенвщеяйя точекъ пашой модели будутъ весьма близки къ перемфще- 
вямъ дёйствительнаго кольца, если доформаши растяжешя оси кольца 
игразоть ничтожную роль по сравпеню съ дефорнащями изгиба, а то 
обыкновенно и выфетъ иВсто въ случаВ тонкихъ колець, такъ какъ при 
уменьшен!и поперечнаго сёчешя кольца, площадь сзчен!я убываеть какъ 
квадрать ноперечвыхъ равмёровъ, а момепть инерщи сёченя, которымъ 
опредёляется деформащя изгиба, убываеть какъ четвертая степень твхъ 
же равыфровъ, Слёдовательно, умельшев!е разыёровъ сёченя сопоовож- 


*} См. Валеев, ТАеоту об Зопаа 8, над. т. Г глозе Х А. Сы. пашлу работу, Три- 
мфнон}е пормальныхт координать.,. Ива, Ев, Пол. Мнот. 1910 г. 

*) Это паилючен1о кошвчно ие можеть отноонтьсн къ твкимъ спучаямъ, кордь 
оиБщяйл силы нывывеють лить растяжон!е я оже{о оси кольца пе сопровождаю- 
щевоя иогнбомъ, накъ, вапримфръ, при ризномфрномъ паружномъ плп виутрен“ 
вемъ дазиен\и, , 
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дастся увеличещенъ звачешя той части перемфщен!й, которыя обусло- 
влены деформащями изгиба. 

Наиишемь общее выражен!е для удлинон!я оси кольца черезъ пере- 
иршешя чи 1, Изь геометрическихь соображен заключаем, что 
перем щен соотвфтствуеть относительное удлипен!в 


аи 
+0 


Радальному перемфщешю и будеть соотвЪтствовать относительное 
сжато 


Пренебрегая малыми выстаго порядка, мы получаемъ для удлинен!я 
оси кольца такое выражен:е 


Ш 1 (4% 
= у (в): 
Для пашей модели съ иерастяжимой осью будемъ имфть 
44 
= 0 еее 
я“ (9) 


Вставляя вмЪсто и его выражение (а), получаемь для ш такое эпа- 
чеше 


и =а, тб разви 30 + зай ЗВ -. ..— 


— 6.0080 —- 3 8.0826 — 1 52 60838 —..-... {9} 
Дефориащя кольца намъ будеть иввфстна, если мы найдемъ для за- 
данной системы внфшнпхь силъ соотвфтетвующёя значешя коэффищен- 
товЪ @,, @,,...6. 0», . ..Равыскыве этихъ коэффищентовъ легко вы- 
волвяется при помощи начала возможныхь перемфщенйй. Пужно только 
составить выражене для потенщальпой энерЧи  деформированнаго 
Кольца: 
Такъ какъ мы приняли для кривого бруска то же самое распредВ- 
лоне напряжен!й, что н для бруска съ прямой осью, то для энерци 
изгиба формула будет инфть такой зидъ [см. ф-лы (88) и (88')] 


_ У ) ву 
я 6 Кио = + я) о 


6 


-.. ЗЁ - 


или вставлял визсто и его выражене (4), найдемъ 


= У (и? — 1 ай +6)...... 


ЗамВтимъ что въ этомь выражени пропадаютъ члены съ коэффи- 
щентами а; и, т. к. соствфтствующее перемфщеше 


4 = @, 6080 + 8: 318 


ость ничто иное какъ общее перемфщен!е кольца, какъ твердаго тфла, 

ве сопровождающееся дефорнащями. Пере- 

У ифщен!е это мы могли бы получить изъ 
А ур-ёя (88), полагая въ пемь М == 0. 

Имфя выражеше (91), мы легко мо- 

р Рх жемъ находить значен!я коэффищентовъ а, 

в... 6 0... .Для различныхь случаев 

нагрузки. Пояснимъ это прим$рами. Раз- 

смотримъ случай изгиба кольца двумя взаим- 

Чар». 28. но противоположными силами Р (черт. 23}, 

Работа этихь силь на перемфщешяхт, с0- 

отвфтствующехь приращовю 8а, какого либо козффищента а, пави- 

шется такъ | 


Ра, (605 0 3 созвт) = 2Р8а, при ® четномъ. 


еек «О при я нечетвомъ. 


Подобнымь же обравомъ для приращенй 85, пайдемъ 
‚ РВ, (810 + зти т) = 0 


Слёдовательно, отличными отъ нуля будуть лишь козффищевты 4, 
при четномъ значени я, Начаяо возможныхь перомфщен даеть для 
опредфленя этихъ козффищентовъ урфя 


97 а, 5 ОРы, 
да ы 


откуда находикъ 
а. — ЗРв 
"о щей — 1}. 
Слёдовательно, 
2 "Пост 
=. ие иены. . (98 
"-ШЕ У ей Тр 8) 


==, 4,., 


Для сблаженя точекъ приложешя силь Р водучавыъ выражено 
то - 
{ии (в), = АР У а. 
в == Е] я (Г 
51,4, 

Въ качеств второго примфра разсмотримъ кольцо, подвергающееся 
дАйстыю наружиаго гидростатическаго давлетя (черт. 24). Цевтръ 
коль удерживается на глубив\ 
№ при посредетв® силы Р'). Пря- 
вимая ширину кольца, въ направле- 
ви перлендикулярвомъ плоскости 
чертежа, равной единицВ и обозна- 
чая черезъ 7 вЪсъ едипецы объема 
жадкоети, найдем, что интенсив- 
ность давлешй на кольцо въ ка- 
комъ либо сфчени А будеть рав- 
нятся 


х 
(# + гсоз 6) т. Чор". 24. 


Сила Р, удержавающая кольцо, очевидно равна тт? 1. 

Тань какъ всЪ силы, приложелныя къ кольцу, инфють ращальное 
направлене, то прп составленши работы этихъ силъ придется имфть въ 
виду лить перемфщетя м. Если коэффищевту и„ въ общемъ выражения 
дая и даль приращеше 8 а., то соотвфтствующая работа впытнихъ силъ 
валашется такъ: 


рез 
За, Реозпт + гЗа, | 1608 #6 ( + гс050) 98 = 8а,Р (—1)", приз> 1 
й $ 
еле еекко. 380, при =1 
Работа, соотвтствующая приращешю 84», будеть рава нулю. 
Для опредфленя а, начало возможныхь перемфщенй даеть намъ 
Уре 


ди, _ . 
а, = 3. Р(— 1) 


откуда 


Слёдовательпо, - 


(...:. 3) 


3) ВЬсомъ кольце мы адфоь провобрегавмъ. 


к — 


Из, приведениыхь примбровъ видно, что пользуясь пачахомъ воз- 
‘ножныхь перемфщешй, мы при номощи выраженя (91) для нотенщаль- 
пой эперми можемъ представить поремзщешя и ш въ видЪ быстро 
сходящихся рядовъ. Имфя эти ряды, легко находимъ величину изгибаю- 
цаго момоита для любого поперечнаго сфченя кольца. 

Остановимся теперь подроблфе на второмъ разобранномъ нами при- 
ыфрЪ. Изъь полученнаго рёшетя (93) впдпо, что перемфщея # ве за- 
вислть оть абсолютной величины давлешй, приходящихся па кольцо, & 
лишь оть разпости отихъ давленй въ верхней и пажной точкахъ кольца 
(этой разпостью опредзляется спла Л). Увеличивая глубину погружошя 
кольца Д. мы будемъ все время получать па ослован (93) одно и 
то же сплющивате кольца, песмотря яа все увеличивающияся дваяе- 
ня. Между тёмъ извфстно, что при большомь всесторовнемф давленм, 
сильно сжимающемъ кольцо, даже незначитольныя изгибаюнуя силы имо- 
гуть вызвать большия искажетя первоначально круговой формы кольца, 
Такое несоотвё тетю между дЬйствительнымъ явлешемъь и рЪшешемъ 
{93} объясняется тыъ обстоятельствомъ, что мы въ своемъ изслфдовани 
` все время исходили изъ первоначальной круговой формы кольца, Иря 
такой форм$ наша модель съ нерастяжимой осыо подъ дЪйств!смъ все- 
сторонняго равйомфрнаго сжатя не получавть пикакихъ деформащй, но 
если кая либо дополнительтыя силы вызовут искривления оси кольца, 
то всестороныя сжимающя усиля навфрное увеличать эти искривлешя. 
Мы будемъ здесь иыёть полную анзлогю съ задачей объ изгибЪ пра. 
мого стержня, подвергающагося одновременному дЬйствю поперечной 
нагрузки и продольной сжимающей силы. Если Въ этомъ случа исхо- 
дить изъ первоначальной прямой формы, 10 придомъ къ ваключению, что 
продольпая сила вызываеть только сжат. 
На самомъ дёлЪ, волфдетые искривлетя 
оси, продольная сила будеть вывывать 
я6 только сжатю, но и иэгибъ, и змяше 
ея па изгибъ при пёкоторыхъ усломяхъ 
можеть быть очепь велико. Чтобы од*- 
нить вл1яне всесторонняго равпомрнаго 
давленя, вызывающаго сжате кольца, на 
изсибъ, нужно исходить не изъ первона- 
чальной формы кольца, & изъ той формы, 
которал получилась послё деформации. 

Нусть АВ элементъ кольца до дефор- 
мащи (черт, 25). Нродольвыя сжинающЯ. силы & уравновЪфшивають 
внфинее равномёрное давлеше, приходящееся яа елементь АВ. Посл 
дефорнати элененть АВ занимаеть положене А,В,. Вслёдств в искри- 


Черт. 25. 


кт 
влейя силы 5 поворотятся одиа относительно другой на уголь 


1 1 «й и 
ик, ]. 
74 (: ;) ^ ( ' а) 


ствующая этихъ силь въ ращальлюмт направлети получить 


Равнод: 
ириращен!о. 
54 (- 


Мы можемъ сказать, что при пскривлеп!и равномфрно сжатаго кольца 
дВйстве продольныхъ сжимающихь силь 5 на прогибы равносильно 
Дйствию сплошной нагрузка радальнаго направлешя и иптенсив- 


ности ') 8+ чьи. 9 


7 _ а" 


Примфнамъ эти обифя соображешя къ нашему нервому примфру, 
предположныь, что круговое кольцо, испытывающее равномфриое сжат!е 
5, изгибается двумя взаимпо“ противоположными силами Р (черт. 23). 
Замвпяя вшян!е продольной силы па прогибъ радальной сплошиой на- 
грузкой (94) и примфняя пачало возможных перем щен!й, придемъ къ 
такому ур-ю для опредфяешя козффищепта а, при я четпоыъ 


к , 
У ба, =2 Рёа,— 5 м, | (| + ы =) 60; пб 6 
да. т 20 
{ 
Вставляя вместо и его выражеше (а) и выполняя. интегрироване, 


получамъ 
ЗР” 


4. — рут — Тут)’ 


и рамальныя перемёщеп:я представятся такъ: 


*) Мы ильсь предполагаемъ неиамёнвость сжимающихь спль при оплющива- 
ви кольца, что- соотвфтотвуеть зыбравнымъ перомыщешямь, не сопровождаю- 
щимся удлипешемъ оои кольца, Если произвести болфе подробное изслфдовав!о 
деформащ И, соотафтстлующихь прлнятыиъ перомёщенымт, то иаНдеыъ, что удля- 
НОВ!Я оси кольца выражаются велячяной второго порядка малости. Результаты, 
получвемые на ооновани этого болёе подробнаго. разсмотры{я деформаий со- 
зоршенно зовпадають съ тёыъ, что намъ давть принеденвое здВоь элементерное 
рышене, 


—_ 88 — 


Подобнымь же образомъ для второго ирныфра получимъ ') 


. (96) 


= 
и=3., ... 


Какъ и нужно было ожидать, продольная сжимающая сйла б вызы- 
ваеть увеличен!е искривлевй. Чтобы получить вшян!е продольной ра- 
стягавающей силы, нужно только въ полученпыхь выше фор-хъ изыф 
пить знакъ силы 9. . 

Мы все вреия предполагали, чго имфемъ полное, замкнутое кольцо, 
во намёфчевный здёсь способъ рёшешя примфнимь и въ томъ случаъ, 
КУ: имфется лашь часть кольца съ шарнирно опертыми концами. Если 
зерезъ я обозначимъ центральный уголь, соотефтствуюпий данному 
отрёзку кольца, то уголь @ будеть мфняться въ предёлахъ отъ О и до а. 
Для перемфщешя и можно взать выражен!е 


2% о 3 
-- мя ен. 


‚6 м 
и ат + ы т, 


Фи 

Такъ какъ при 8 =0 и при 0 = а величины # и = обращаются 
въ нудь, то услошя па копцахъ будуть соблюдены. Вытислене коэффи- 
Щентовъ 4, и,,. . можеть быть выполнено также, какъ в въ преды- 
дущихь случаяхь. 

Заыфтимъ еще, что намёченнымь здзсь пруемомъ безъ всякихъ затруд- 
ленй рЪшается также вопросъ объ ивгибВ кольца, деформащямь кото- 
раго препятствуеть упругая среда. Въ такихъ услошяхъ будеть, напри- 
мфръ, горизонтально расположенное кольцо, прикрфиленное къ системв 
часто распредфленныхь вертикальпыхь упругихъ стоекъ. При рёшеши 
Зтой вадачи нужно къ потенщальной анерсГи изгиба кольца присоединить 
энергио, соотв тствующую деформащи упругой среды. 


$19. Изтибъ кольша силами, ие лежащими въ плоскости кривизны 


Предположимъ, что круговое кольцо, въ плоскости крививны кото- 
раго лежить одна изъ главных осей инерщи поперечпато сфчешя, под- 


*) Здьоь 3 — ожимающев уски!е, соотвфтогвующее всеотофониему давиев[ю на 
тлубичь № (см. черт, 84). 

2) Сы, А. Е. Н. Бозе, «Бевтьпов дог ИИовыжаНАь, отр. 509. Нжеволько частных» 
приифровъ равомотр®во въ отальё К. Водогно!ег см. Фо. #. МВ. ло РВуё. Ва. 62 
(194 г.), опр. 40. Сравнене разультатовь прибхиженивго рышеня съ точнымь рё- 
шенемь твори упругоств см, |. Н. МУВеП, Ыбоёов Мы. Зоо, Ргов., 01. 81 (1900), 
отр. 180. 
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воргается дЬйствно системы силъ. це ложащихъ въ плоскости кривизны 
кольца. Эти силы вызовуть искривлеше оси кольиа по ивкотирой про- 
странственной кривой, которую иы сможем построить, осли будемъ 
зпать первифщен!е каждой точки оси кольпа при деформаши. Перем®- 
щеня эти можно задать тремя составляющими, которыя будемъ выбирать 
слфдующимь образомъ: 

Пусть АВ отрфзокъ заданнаго кругового кольца (черт. 26}, плос- 
кость ОАВ есть плоскость кривизны кольца и О-шитрь кольца. 

Возьмемъ поперечное сфчеше въ точкф 4, опредфляемой угломъ 0, 
который будемъ отсчитывать отъ пфкотораго раду ОВ. Для выбранной 
точки построимъ подвиж- 
ную систему координать 
(2> У 20), приченъ ось 
4, направинъ по касатель- 
вой къ круговой оси коль- 
ца ВЪ сторону возрастатя 
угла 8, ось , направимъ 
по глаопой оси иверщиа 
поперечнаго ‘сфчешя къ Черт. 25, 
центру кольца, наконецъ 
ось У, совпадающую съ другой главной осью инерщи, направимъ такъ, 
чтобы оси о, 9,. 2 представляли собой право-виотовую коордипатную 
систему (при вращев!н оть 2, КЪ У, завинчиване происходить зъ напра- 
вяеши &,). Построивъ для каждой точки оси кольца подобиую коорди- 
назпую систему, мы будемъ разлагать поремфщешя точекъ на направле- 
я построенвыхъ осей. Обозначимь черезь 4 и м составляющия пере- 
ифщевя по изправлевямъ 2, и 2. Составляющую въ ваправлени у, 
обозначимъ черезъ 2. 
` Порейденъ теперь къ деформированному состоянид кольца и для 
каждой точки оси построимъ координатную систеиу (2, у, #} авалогич- 
ную только что описанной. Ось # будемъ направлять по касательтой 
къ деформированной оси кольба. Что ‘касаотся осей хи у, то припимая 
во ввимаше возможность искривления понеречнаго сВчоня кольца, усло- 
вимся направлять ихъ такъ, чтобы плоскость 2” была касательной къ 
той поверхности, по которой пося® деформаи расположатся точки, 
лежавиия первоначально въ плоскости 404%. Ось у направимъ пероенди- 
кулярно къ 12. Инфя „доставляющя (и, 0, ш) перемфщеюмя, мы для 
каждой точки А паходимъ ея новое положеье А, посл деформащи в 
въ А, помфщаемъ начало координать системы (2, У, 2), Ось 2 напра- 
вляемъ по касательной къ искривленной оси кольца. Для опредфлешя 
направленй х в у намъ вужно имфть еще одву величину, и мы выбе- 


о 


ремъ для этого уголь 8 между плоскостями 25 В 2.5% {черт. 27). Уголь 
этоть отечитывавуъ въ направлеши оть 2, КЪ $. 


Ух 
Черт. 27. Черт. 98. 


Итакь при помощи четырехь величин и, и, № в В мы можемъ 
вполиз опредвлить дефорнашю кольца, т. к, съ помощью впхъ ны не 
только можемъ построить искривленпую ось кольца, ио будемъ знать 
также повороть каждаго поперечнаго сзчешя. 

Зъ общемъ случа деформащи каждый элемевтъ кольца, выдфленный 
двумя бсзконечно близкими поперечпыми сфченяни, ножеть испытывать 
одноврененный изгибъ въ двухъ гвавныхъ плоскоетяхь и кручеше.` Вели- 
чины изгибающахь и скручивающаго моментовъь а, слёдовательно, в 
величины вызываемыхь ими напряженй будуть опредфляться измфпе- 
ями кривизны и крученюмъ. До деформащи ось кольца представляла 
с0бой плоскую кривую и кривизна равнялась. Величину эту въ даль- 
ызйшемъ будемъ обозначать буквой х и будем» представлять ее отр®зкомъ, 
отложевнымь по оси у (черт, 28). Если представить себф начало коор- 
динать А движущимся со скоростью единида вдоль оси бруска, 8 оси 
(2, У» в) вращающимися такъ, что въ каждый момевть он имфють 
принятыя нами выше ваправлевя, то очевадно х представить собой 
ни что иное, какъ угловую скорость координатной системы (25; У, 20). 
Вь дальнёйшенъ мы воспольвуенся этимъ обстоятельством и съ отрёз- 
ками, представляющими кривизну, будемъ поступать такъ, какъ въ дина- 
микВ твордаго тёла поступають, съ угловыми скоростями, мы будемъ ихъ 
‘геометрически складывать и вычитать, 

Обратимся теперь къ деёфорыированпому состоянию кольца и будемъ 
двигать начаяо координатной системы (2, у, #) со скоростью единицы 
вдоль деформированной оси кольца, Бели при этомь движени нёпра- 
влен!я осей въ каждый моменть устанавливается такимъ, какъ мы усло- 
вились выше, то угловая скорость вращев1я системы (2, у, #) относи- 
тельно оси д даеть намъ кривизну оси кольца въ главной плоскости #9. 


— 9 — 


Мы со обозвачимь черезъ х, (черт. 29). Точно также ууловая скорость х, 
относительно оси у даетъ кривизну въ плоскости 2“ и, пакопець, угловая 
скорость * относвтельно оби 2 представляоть собой кручене кольца, '). 


Черт. 99. Черт. 30, 


Обовначая изгибающе моменты въ ПЛОСКкОСтяхЪ 27 и 25 соотвфт- 
ственно чврезъ М; и М, и скручиваюлуй момепть черезь И, будемъ 


иыВть 
М, = В, 


5 М ЕВ, щ-* Н=0т.. (97) 


Здёсь черезъ В, и В, обозначены жесткости при изгиб и чорезь С— 
жесткость при крученин. Чтобы установать связь можду вефрними си- 
лама и перемфщешями, намъ нужно умфть выравать х, х, ит при 
носредств® величипь №, 2, шв В, которыми опредёляется деформащя 
кольца. Такъ какъ мы имфемъ дфдо лить съ малыми перем щешями, 
то можво опредфлить измфаешя кривизпы и кручеше, вызызаемыя каж- 
дой иаъ величинъ (м, 9, ши В) и позомь вмятя отдфльпыхь велачипь 
сложить, Начнемъ съ величины В. Если перемфщеня (и, ®, #) нули и 
деформащя кольца заключается лить въ позорачиван сбчевЙ па малые 
углы В, то кривизна оси остается прежпей, равпой х и соствяляюния ея, 
представляющия собой кривизиы въ главныхъ плоскостяхь гу и 25 
(черт. 30), будуть соотвЪтелвенно равняться *), 


— #8; Жо. 


Что касаотся крученщя, то оно будетъ обусловлено изыяешемъ угла В 
вдоль оси кольца и представится такъ 


48... ...... 8 


1) Отрьзни х,, у; в х откладырвемъ тань, что наблюдатель, стояш! по стр®лкь, 


зидать вравцев!е противъ чаосвой стрёлкя. 
*) Мы очитвомъ В малой величмяов и полагаем зи В =; 2058 


Переифщеня м и 0 вызывиютъ лишь искривлене оси кольца въ 
плоскости начальной кривизны, п мы па осиоващи прежнихъ результа- 
товъ (ф-ла 89} будемь имфть 


хи 9 
= 0; а а т 0...... 0) 


Лазсмотримъ теперь переифшешя + въ навравлеши ‘перпендикуляр- 
номъ къ плоскости кольца. Эти перем щен!я вызовут искривлеше Въ 
плоскости гу ') и не повмяють ва кривизну въ плоскости 22. 

Ольдовательно, 


ее: (©) 


Кром того, благодаря перемфщешяиь о между осью 2 и #, полу- 
зится уголъ, величина котораго представится производной 


& 
#8 


Уголь этоть обусловливаеть появлеше круче т. Въ самомъ дл 
при движени координатной систомы (2, У, 2) с0 скоростью единицы 
вдоль оси кольца, получившей перемфщеня ©, мы будемъ имЪфть вра- 
цене около оси 2, с0 скоростью х, и около оси, перпендикулярной“ 
плоскости кольца, со скоростью х. Проекщя этой скорости на вапра- 
влене оси # и представить собой кручене, слЗдовательно 


4 
в... вен ©) 


Сумнируя. результаты (а), (6) и (е}, найдемъ, что въ случаё круго- 
„вого кольца, деформащя котораго опредфляется величииами , 9, ми, 
кривизны х; и х, въ главвыхь ‘плоскостяхь и кручеше т могуть быть 
представлены такими ф-ами 


ть + 8) 


°) Поотфотпующия хривиана опредьгатоя эй зло $-0й. ВАН для балок оъ 
прямой осью. . 


- 93 -- 


Кь этому иприсоединяель още услоше нерастяжимости оси [8 


ф-ла 1Ъ)]. 
они оаинниынас 


При помощи ф-ль (97) я (98) мы мо- 
жемъ рышить пфлый рядъ задачъ, относя- 
щахся къ изгибу кругового кольца. Раз- 
смотрямъ, вапрпыфръ, случей, предотав- 
лены! вв чортожь (81). Часть кругового 
кольца АВ задфиана ва нонць В и иэги- р 
бвется силой Р перпендикулярной пло- я 

вре. 81. 
скостп кольца ОВА и припожентой въ 
точкё А *). Дия какой лйбо точки 0, опредфаявмой угломъ @, вельчины изги- 
бающихя. и окручивеющего моментовъ легко паходятся инъ чортежа и предетв- 
зляются такими ф-выя 


М, =— Рай (а—8); М,=0; НЕР 1—8 @— 0). 
Тогда на осповавш (97) м (98) будемъ имфть 


— Рези (а—0)= В, (*- ЗЕЯ 8 8— м) 


Р» [1 — 05 («8 =0 [Е Ву» 


Иаъ второго ур-4я сейчасъ же получземъ 
Ре 
тво 5 В-яи и 0+6, 
Проиввольную постояпную 0; выбиравмъ ташь, чтобы у зедфививаго вовца 
золичива уВ-+® обращалась въ нуль, Тогда 
р" : 
эро 7 В — нвач- а (а 9). 


Опродфуяя отсюда ›В Я вотавляя эго въ первое паъ уруй (4), пайдемъ. 


. р 
ато -0 (5+ ла, 


Оби интегралъь эгого лвзейнаго диффорепщальнаго ур{я съ постояввыма 
коэффищевтами напяшется танъ 
Ри, 


у 0, 080-- тб 79 - тазу ива (Ба -22) день ен 0) — 


р (57+) (— Оеоз б-нз ), 


Подбирви прохаводьныя постолешыя С, = 0; такииъ образомъ, чтобы при 8=0 
обращвяноь въ вуля пеличивы © и Ев прядемъ къ такому ревультату 


. 
= в- эн на 801+ ы" вов (и — 0) — 
= (+ 38 8 соза. 


3) Задача оке рышона 8. Уепарйомъ, см. Сошр. Ввйё. & №" 1848 г.). 


Танимт, оброзомъ перембщешя точодт, осп бруска въ нипранлеп" перненди- 
купарвомъ плоскости врилизны иабдопн. Что касается перемьщемй и п и, то 
пропеброгая малыин выгшаго поридка, найдемъ, что они раляы пулю. 

Въ самомъ дЬаЬ, при дЪНстпи сидль перивндинулярпыхь кт. плоскость пра- 
вианы момонть М, обрашдется 2ъ пуль поотомт пв обиопатит (98} заключает, 
ато м, а сибдопательно ню такжю бузуть рашны вулю, воли пеилючпть поремф- 
щовия бруски, кокт, тнердаго трла. 

Вт. спучаф дЬНстца нрсколькихь сосродоточепиыхь снлъ, мы дай вычислена 
прогнбовъ » момомь вобпользоииься нровцппомъ оложоши дЬЙствл вилл. 

Если сплы ваправяепы идит. угодно, то мы ихъ всегда можешь равложить ла 
‹ославалюция, направляя одиу пзъ соотивляющихь въ плосности кольца п другую 
перпевдпиуллрво этой плоскости. Порвая систвый пызовоть вагябъ кольца пъ ога 
плоскости. Подь плишемь пторой светомы возининуть лишь перемфщоня +, 
ная отдЬльно каждую изъ этихъ задать п потомъ сумипруя нервыфщегия п на- 
пражени, мы получвомъ рёшезе для спучал дДЬНетия спль, как угодио 
паправлелвнхз. 


Безъ особыхъ затрудновй мы ножемъ составить дифференщальное 
ур-@ для переифщенй ©, причемъ въ ато ур войдуть кромВ ® лишь 
изввстныя величипы, зависящя 
отъ размвровъ бруска и рас- 
предвлешя  выфшнихъ силъ, 
перпендикулярпыхьъ плоскости 
кольца. Напишемъ для этого 
ур-1я равпов5я элемепта коль- 
ца, выдфленнахо двумя безко- 
печло близкими поперечными 
свченгями, причемъ примемъ 
во внимаше и деформацио 
этого элемента. Въ такомъ 
полпомъ вид урчя эти во- 
падобятся въ дальнЪйшемъ, 
при рьшеши нзкоторыхъ в0- 
просовъ устойчивости. Внзш- 
ня силы, перпепдикулярныя 
плоскости кольца, будемъ счи- 
таль непрерывно распредёлен- 
выми и интенсивность ихъ 
обозпачимь черезъ 7. 

Кром этихь силъ на вы- 
дЪлеппый элемоптъ кольца бу- 
дуть дЪйствовать усишя по 
плоскостямь кояцевыхъ попе- 
речнихь съчешй, Усишя эти 
на каждомъ ковц мы ножемъ привести къ одной силф, приложенной 

м 


А — 


въ цептрф тяжести сфчешя и къ парЪ, Какъ силу, такъ и пару разла- 
гаенъ яя состапляющя по паправлешямъ подвижной системы осей 
(2, 2). Силы № и №, будуть перерфзывающими снлами, Т—про- 
дольная сила (черт, 32). Направлешя моментовъ, прииятыя за положи- 
тельпыя, представлены па чертежГ (33). Проактируя всЪ приложенныя 
въ элементу силы па ось 2, придем къ такому ур-1о '). 

ам, 


Т. 
58 — М, 168 -- я 55 


#8 


Подобнымъ же образомъ составляются и два друмя ур-я. Сокращая 
ихъ на 8$, приходимъ къ такой систем ы 


м, + Т» =0 
а М Ти += еее + (99) 
Я мы, М, = 0 


Пользуясь геомотрическимъ представлешемЪ момептовь (черт. 33), мы 
такимъ же способомъ составляем три другихъ уря равновфея 


ам 

5 — Мот Ню — №=0 

ам, 

а М. — Ин, = 0)... . , (100) 
и М: 4 М,х, 


Если деформалуяии элемента препебречь, то ур-я` равповфся пред- 
ставятся въ болфе простой форм: 


м 1 ам. Н 
ТЕ то №=0 
ЯМ: у М им 0 (4... (101) 
& 4 . 

ат М, а _ М, о , 

%& о @& т 


1) При воставловш ур{я приппыаемь 29 пялмав!е, зто оси (2, у, 2) у одвого 
изь ковцо5% влементи, золдетю деформащи я начальлой крпьнаны ифеколько 
Позернуты отпосптельро соотьётетпующяхь ооей другого копцового сфзел 
Змемента 


—_ 


При разыскани неремфщен!й © намъ понадобятся изъ этой системы 
лить ур-дя: 


ам, 

пе +у=0 

ам, Н 

нЕ М... (в 
ан М, 

вт =° 


Дифференцируя второе изъ этихъ ур-й по з и принимая во впимаше 
ур-йя первое и третье, получаемъ 


ФМ м. 
по. ......... ® 


Далфе, на основана {97) и (38), имемъ 


Но ФФ т (+ 1 “= 
45 В @&/'° 
Отсюда 
ан „ 1% 1 {4% 1 @М, 
в =" тх (=== =). 


Вставляя сюда вифето Е его выражеше черезъ Л, ивъ третьяго 
ур-я систены (В и привимая во внимаше (2), получимъ 


В," [1/40  а% г . 
М, В, - б [ (5 - ыы у: 7 И... (=) 


Подставивъ найденное вначен!о М, въ ур (Е), придемъ къ иско- 
ной зависимости между персыфщешями 9 и пагрузкой У: 


4 4% а% т #7 1 

- ры .. 902 
а ат в =" (* а 67). 009) 

Найдя ибъ этого ур4я ®, мы при помощи выражений (К), () в (=) 
легко находимъ В, Н и М,. 

ели кольдо будеть изгиболься сосродоточонныии силаии, то на протяжаши 
между длумя точивия пром сядь ур-+6 (102) будоть имфть эидъ 

20 5 


етич = 0. 


= 


Общуй инуогралл. отого урЧя напашется такь 
УС 6, 6-+ 0, 2068 ++ Сувёи 6 + С, 0005 6 - С, бы. 


Пропанольвы постояпвыя дол- 
швы быть овредАлопы изъ услошв 
вакруозеви, 

Въ качестьв второго правфрь 
раасмотрвыъ пагибъ балки съ по- 
пукруглеН обью, поддермавьющей 
равяоыфрно распредфяениую вегруа- 
ку (черт, 33). Если черезь д обозив- 
зиму вытенопвпость рапномфриой 
яагрузки, то уро (102) ввпищется 
так 

Фо а _ 

ав автай=Ь- 


Чорт, 4. 
Откуда пвходвиъ 


йо 6,+ 6,151 ев бт + С, Ва + 0.8 зт 0. 


Есик копцы балип очитать зедёлавными, Фо длл опред\лешя постояввыхя 
0... . би будем имфть шесть такихь условй : 


(), ыы =8 (8) в = 20. 


Опредфлов!8 ностояйцыхь офенолько упроетится, если уголъ 6 отсянтывать не 
оть ОВ, в оть радруса порповдикулярвего АВ, ` 

Въ такомъ случаф ваъ условЁ\ спимотИв занлючевит, зто $ должно быть чет-- 
пой ф-4ей оть к, олфдовательно, въ общемъ пвтегрель нужво положить 


=6=0,=6 


(=; в=, = 


Дая ослальныхь постоявыхъ получавит ‘ввачешя: 


аи Вани с ап 4 с “8 
= (=> ры : «=- т +в). @= речи 


Здьсь ддя краткости зведено обозавчешв И; С: я. 
Вставляя ваНдеопыя значения ростоянныхт вЪ общий ввтограль, мы пра понощв. 
(я) в {.аолучвемъ 


м (4). = (6-2 


При помощи атихъ ф-ль можеть быть выполпенъ расчеть балии. 


- В Теморедью, _ 


ГЛАВА Ш. 


Объ устойчивыхъ и неустойчивыхъ формахь равно- 
ввоя стержней. 


$ 20. Рашен!е вадачъ, относящихся къ изслфдованию устойчивости 
различныхь фориъ равновфя упругихъ системъ, представляеть нёко- 
торыя особенности и потому мы считаомъ цфлесообравнымъ выдфлене 
вопросовъ устойчивости въ особую главу. При нзучеши деформаюй 
тёль, у которыхъ всВ равы®ры одпого порядка, мы привели теорему 
. Кирхгофа *), которая говорить, что задааной системв внЪинихь силь 
можегь соотвфтствовать лишь одно рЬшене ур-!й теори упругости, т. в. 
одна форив равновфя. Такая форма равповВ@я, какъ единственная, 
очевидно будеть устойчивой и если каюя либо впфинИя прачапы вызо- 
вуть отклонене тёла оть этой формы, то во устранени этахъ причипь 
тВло вернется въ свое первоначальное состояне. Доказательство теоремы 
Кирхгофа было осповано на допущени, что малымъ деформащЯмъ, ко- 
торыя могутъ возникать при допускаемыхь па практик напряженяхъ, 
будуть соотв®тствовать весьма малыя перемфщовя точекь тёла и потому 
можно не дфлать равличя въ распредфлени силъ до и посл деформя- 
ци” Когда мы переходимъ къ тЬламъ, у которыхь одипъ или два рав- 
„мФра малы, т. е. изслФдуемь вопросы о равновфси тонкахъ пластинокт 
или тонкихь бержней, то вдфсь встр®чавмся съ возможностью появие- 
зМя весьма вначительныхь поремфщешй при доформащяхь, не выхо> 
дящихъ изъ допускаемыхь предзловъ, Въ такихъ случаяхъ приходитол 
принимать во внимане т% ‘ивыфнешя въ двйстыи силь, которыя обусло- 
влены перемфщенями при деформащи. Въ качеств простВйшаго при- 
. ира ‘приведемъ подробно разсмотрённую намя задачу объ одновремен“ 
номъ дВйстви на балку продольной силы и подеречвыхь нагрузок» 
Если бы мы вь этой звдачВ при оцфикВ дфйствя продольвой Силы 
исходади изъ первоначальной прямой формы, то заключили бы, что. про- 


1) Сы. Гоор. Упр. ч. 14 8. 
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дольпая сила вызываеть лишь растяжете или сжат!е бруска, Иной ре- 
зультать мы получавмь, если примемъ во вилмаше перомфщев!я, вы- 
ввалныя доформащей, Мы заходимъ, что продольная сила вляетъь на 
изгибъ бруска и это вляше при иЪкоторыхь усломяхь можеть быть 
весьма зпачительнымъ, Такимъ образомъ вЪ случа тонкахъ стержпей и 
пластипокъ отиадають тВ условя, па которыхъ построено доказательство 
теоремы объ однозначности рфшон!я ур теори упругости и мы встрЪ- 
чаомся съ возможностью сушествованя нфеколькихъ формъ равповзе!я 
при одн®хь и тВхъ же ввфшвихь силахъ. Такъ, напримфръ, при д%ё- 
стый продольныхь сжимающихь силь прямой стержень молеть сохра- 
нить свою прямую ось; но при пзкоторыхъ усломяхь эта ось можеть и 
искривиться, иы будемъ инмфть явлеше продольнаго изгиба, изучениое 
еще Эйлеромъ '). То же самое мы будемъ иыфть въ случа кругового 
кольца, сжимаемаго равпомфрно распредлепнымп дазленлии, Подъ дЪй- 
стйемь этихъ давлешй кольцо можеть сохранить свою круговую форму 
и только нфоколько сжаться, по при нЪкоторомъ соотпошени между по- 
перечными разыёрами кольца и давлеемъ, круговая форма равновёся 
перестаеть быть устойчивой и кольцо сплющивается. Съ тёыъ же во- 
просомъ устойчивости мы встрёчаемся при изслфдоваши изгиба товкой 
полосы, имфющей форму линейки. Еслн такую линейку изгибать въ 
плоскости ея паибольшей жесткости, то легко можпо убфдиться, что при 
иЪкоторомъ значени изгибающихь силъ плоская форма изгиба пвре- 
стаеть быть устойчивой и полоса выпучивается въ направлени пзимень- 
шей жесткости. Въ настоящее время имфются рёшеня для цёлаго ряда 
вадачъ этого рода. Особый интересъ въ этихъ рёшешяхъ представляють 
тВ продфльныя значевя внзшнихь силъ, при которыхъ становится воз- 
можныиь появлене нЪоколькихъ формъ равновёыя. Эти предфльныя 
вначеня въ дальпёйшемъ будемъ называть криииическиии арузками. 
Они играють весьма важную роль во всфхъ техническихь вопросахъ, 
такъ какъ бевусловно необходимо, чтобы тв формы равновВ(я, которыя 
кладутся в. осповаюе расчетовъ на прочность, были устойчивы. 

Первое систематическое разсмотрв1е` устойчивости равнов$е{я упру- 
гихъ тёль припадлежять @. Н. Вгузл?у *). Онъ выленилъ предфлы при- 
мфнимости теоремы Енсввой’а и покаваль, что при услови малыхь де- 
формащй она отпёдаеть, если только одинЪ или два разифра тёла иожно 
считать малыми. При этомъ явленйе неустойчияости можегь имфть мЪсто 
2ъ предфлахъ упругости, если произведен1в изъ модуля упругости Ё на 
квздрать отпошеня мвлаго размфра къ конечному будеть того же по- 
У——и_—_и_и 


3) Шве Аа. ВогНо, т. ХИ (181 в.) отр. 252. 
*) Ргос. ОвшБ. РЫ. Зоо» УТ (1888 ®), отр: 198. 
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рядка, что и нредБлт, упругости матерана. Дальы®йшая разработка общей 
теори устойчивости равиовёя упругихъ тёлъ принадложить №. У. 
ЗоийиуеН:у *). Онъ устраняеть ограпичеше относительно малости дефор- 
нащй в оперируеть съ идеальпымъ тфломъ безкопечо большой прочно- 
сти. При этихт услойяхъ и твла, у которыхъ всВ размфры одного по- 
рядка, могуть оказаться въ состояна неустойчиваго равлов\фе!я. Исходя 
изъ однороднаго папряженнаго состояшя твла, ЗощИ\уеП даеть точкамъ 
тЬла весьма малыя перемфщешя (#’, #', 26') и для этой отклопеппой формы 
пишсть дифферевщальныя ур-я ранпозВс1я (Еацайолв ог Мелёга! Еаи- 
Щит), при чемъ считать начальныя дефорнащши конечными. То. соот- 
пошете между вившниип силами и размёрами тфла, при которомъ по- 
лученвыя ур-Чя дають для и, У и в рышешя, удовлетворяющия усло- 
вямъ ва поверхпости, опредёлить критичоское зпачеше нагрузки въ 
разематриваемомь случаз. Примфняя свой общий методъ къ товкимъ 
стержнямъ и пластипкамъ, боичуеЙ нашель, что имвюнфяся рёшеня 
задаль устойчивости являются лишь первыми приближошями, хотя и 
вполнв достаточными для практическихъ приложенй. Мы въ дальнфй- 
тпемъ ограничимся этими ириближеншынми рёшешями, отсылая ивтере- 
сующихся теорей вопроса къ работВ ЗоцИлуеГа. 

При р%фшеши вопросовъ устойчивости можно пользоваться двумя 
пруемамп *). Первый изъ нихъ освовапъ на равсмотрёп!и услов!й равно- 
вфс1я отклопенвой формы весьма близкой къ изучаемой фори® равно- 
вфоя. Второй премъ оспованъ ва раземотрыши эперми системы. При 
пользоваШи порвымъ пиемомъ мы будемъ составлять дифферевщальное 
ур-е равновзея для формы, весьма мало отклоненной оть изучаемаго 
состоящая равновз(я. При малыхъ отклопевяхъ мы придемъ къ линей- 
ному дифференщельному ур-ю в критическая значен!я вагрузокъ най- 
дутся изъ тВхъ соотношенй между силами и разизрани тВла, при ко- 
торыхь наше ур-е можеть ить пзсколько р3шенйУудовлетвбряющихь 
однимь и ‘тВыъ, же усломямь на поверхпости. При этомь одна изь 
проиввольиыхь постоянныхь остается неопредёленяой, т. в. мы въ пре- 
_дВлахь весьма малыхъ отклопен!й будемъ имЗть состоян!е бевразличяаго 
равновзая. Инотда этотъ премъ иЪсколько вадоиамЪняють, нрисоеди- 
няюЮТЬ КЪ вадёнйымъ нагрувкамъ, ирмтическое значёше которыхь пужво 
опредвлить, дополнительныя силы и снотрять при какомъ звачен э8- 
данныхь силь перзыфщеня, вывыввеныя дополнительными силами, бу: 


1} РЫЕ Чаша, Воу. 300. обо, 95. А, 991, 218 {191$ 2.), стр. (87. . 

*} Треш преме, основанный на ивучони короба онсгемы овойо той формы 
равноввом, уотойчивость которой мы ИВучавыъ, ие Зишелъ пхиромаго распроотрал 
вевя и`мы имъ нь дальн иемв пользоваться вв будем, ° 
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дуть неопрод®лонно возрастать. Это зпанайе задаппыхь силь и будегь 
нриническимь. . 

При пользовати вторымъ преномъ мы опредфлясмъ знергю, соот- 
выствующую изучаемой формф равповё@я и сраввиваемъ се съ эперг!ой 
сосвднихь форыт. Критер устойчивости тоть же, что и въ случа 
абсолютно твердыхъ тЁлъ: устойчивой формой равпон\ейя будетъ та, ко- 
торой соотвфтетнуеть ифийпши потеншальной энери. Напримйрт, при 
разсмотрун!и случаевъ, представленныхъ па чертежу (35), нм преждо всего, 


примёпяя начало возможпыхъ перо- 
мфщешй, убфждаемся, что всф три ` 
положешя шарнка, О предетавляють 
собой формы равновфейя, если только 
точкВ касашя А соотвфтствуеть вер- 
тикальнал вормаль ` шаровой  по- 
верхности ня. Считая поверхпости 
идеальными и ограничиваясь лишь 
изяыми перваго порядка, мы легко 2% 
убфждаемся, что во всфхь трехь 
случаяхъ работа силы, тяжести ша- 
рака на всякомъ возножпонъ поре- 
мВщен!в равна нулю. Во всвхъ трехъ случаяхь мы имфемъ иоложено 
. равноввея. Чтобы обфнить, устойчивы или неустойчивы эти форны, не- 
обходимо болёе подробное изслдоваше, нужно принять вЪ расчеть 
малия высшаго порядка. Тогда ны убфдимся, что въ случа (а) всякое 
отклонен! е шарика сопровождается повышешемъ его центра тяжести, 
т. в. увеличененъ потенщальной эперии. Въ случа (с) мы при всякомъ 
отклонен и будемъ имфть повиженю цоятра тяжести шарика, уменьшене 
потапщальной енерг!и. Первая форма равновёс1я, которой соотвтетвуоть 
ийШилии потенщальной энерми, будетъ устойчива; вторая не устойчива. 
Случай (5) представлять собой форму безвравличнаго равповвс!я. 

Вь равснотрилыхь примфрахъ устойчивость равиолё@я вависить лишь 
075 устройства системы и.нё`находитоя ни вЪ какой связи съ величи. 


и 
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ной дрйствующей силы, При изучен1и устойчивости равнов\ая упругихь 
тЬль задача стоитъ обыкновенно изеколько иначе. Пий малыхь аначо- 
ияхъ дЬйствующихь силь форжы обыкиолелио устойчивы и теряють 
свою устойчивость лить тогда, когда впфшшя силы достигнуть опродф- 
ленпаго иразтичесноло значеня. Задачи этого рода можно иллюстрире- 
вать такой мехавической моделью ') (чорт. 36). 


иг @ 


Черт. 38. 


Шарикъ вёса @ и ращуса г занимаеть низшую точку ^ шаровой 
впадипы радгуса В. На шарикъ передается давлеше Р при помощи 
штифта, перем. щеющагося въ особыхъ направляющихь по`вертикаль- 
ному рад1усу шаровой впадины. Нужно изслВдовать вопросъ объ устой- 
чивости этой формы равновЪя шарика, если вс поверхности идеально 
гладыя. Отклоняя тарикъ оть средпяго положен!я на восьма, малый уголъ ф 
(фиг. Ъ), мы видинъ, что дентръ тяжести шарика подымается на высоту 
24, а грузъ Р опускается внизъ на величину тя. Примфпяя основной 
критер!й устойчивости, ваключаемъ, что форма равповвс1я устойчива, если 


92а > Ртп - 
924 < Ртл. 
Изъ чертежа видимъ, что 24 — отрфвокъ между касательной и дугой, 


круга съ угломъ ф и редусомь В —*, сл®довательно, при маломъ ф 
2 ` ’ . 
м=ЕЖ-И:......... 8 


Отрфвокь ми ванлючень между дугами, радусы которыхь равны 
в 

В-— иги углы равны фиф . Въ такомъ случав па осво-* 

ван и ф-лы (а) 


и неустойчива, когда 


тв 5 = в-». 


{) Прамфрь этогь ранмойзовань па выто:о цитированаой отатья В. У. Вотийеие в, 
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Курзрицяеекое звание груза Р—ото то зиачеше, которому гоотвт- 
ствуеть переход, отъ устойчивой къ неустойчивой формЪ равиовЪея. 
Мы ого пайдемъ, приравиявъ нулю измфнеше опера системы при вся- 
комъ отклопсни шарика оть его средняго положения, т. в. полагая 


м и 
9.$ (ПЕР (вв 


Откуда 


°Прв всякомъ значеши погрузки Р мевышемъ критическаго форма 
равповЪе1я, нредстааяеная на чертежр (36), будеть устойчивой и еслв 
какал либо случайная причина сообщить шарику весьма малое откло- 
пене, то по устрапена отой причины онъ вернется вЪ своо первона- 
чальное положеше. При нагрузкахъ большахъ кратической фориа равпо- 
вЪая перестаетъ быть усгойчпвой, 

Описанная механическая модель представляеть с060й полную апало- 
тю тВыЪъ задачащь, съ которыми мы встрфчаемся при паслёдованги устой- 
чивости упругихъ системъ. Возьмемъ простВйшую изъ пихъ, задачу 
Эйлера (черт. 87). 

Привматическй упрумй стержень, вертикально задфланный нижпимь 
конпомъ, сжимается грузомъ Р, праложепнымъ къ верхнему концу. Если 
сжамающий грузъ Р малъ, то прямая форма равно- х 
вфея стержня будеть устойчивой. Стержень будеть В 
испытывать лить сжат, и осяи какая либо посто- 
роняя причина слегка, изогнеть его, то по устра: 
неши этой причины опъ верлется къ своему перво- 
начальпому состояпно, Постепенно увеличивая грузъ 
Р, мы ножемъ достигнуть того предфла, когда пря- 
мая форма равновЪея порестасть быть устойчивой 
и наконець стержепь искривляется въ плоскости 
наименьшей жесткости, какъ то показано на чертеж». 

При опредвлеши креипическоио зпачения груза Р, 
прамняемъ тоть же премъ, что и въ выше равобрал- 
номь примёрв. Дадимъ нагруженному/“ стержню 
весьма малое отклонен!е оть прямой форкы. При этомъ потенщальная 
энерйя деформащи стержия нфеколько возрастеть, къ энер сжатя 
присоединится энерг{я, изгйба; пусть 87 представляетт“ собой прира- 
682 эверми деформаши. Укаванное вскривлен!е стержня будетъ со- 
рровождаться опускашемьъ груза Р, & слждовательно и н®которымь 
Уменьшенент онерг системы. Пусть 5’ будеть это уменымен!е, равноо 
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работ опускмощагогя груза, Примфияя основной критор!й устойчивости, 
заключаем, что прямая форма равионфЫи сжатаго сторжия будеть 
устойчива, если 

зи>эГ 
и пс устойчива при у 

ЗУ < 5Т. 


Критическое значене сжимающей салы пайдотся изъ усломя 
ВУ ее. (108) 


Этииъ усломемъ мы будемъ въ дальшфйшемъ часто пользоваться 
при опредфлени крилпическихь пагрузокт,. 

Заитимъ здёсь, что въ случаЗ примфпеня осповпого критерйя устой- 
зивости къ упругимъ системамъ, выфошамъ безконезпое число стопеней 
свободы, пужно изъ веъхъ возможныхь формъ отклонешя выбрать такую, 
для которой ур-е (103) даеть наяненьшее значе критической на- 
грузки. Это разыскане падлененцей формы отклонен я пряводать. паъ 
ВЪ КОНИ КОНДОвЪ къ тому же дифференщальному ур-шо, которое при- 
хоянтся составлять при услови пользовавя первымъ мотодомь рётоня 
вопросовъ устойчявостя. Мы можень избфжать потеграровавя этого 
<ур-я в получать приближениое рёшеше задачи, замфпизъ нашу упру- 
гую систему системой съ конечнымъ числомъ степеней свободы. Тогда, 
решен!е задачя сводится къ разыскавю ‘обыкповеннаго мах. или шие, 
и вычислеве критическиль натрузокъ съ любой степенью точностя пе 
предетавляеть никзкиху пряпцимальныхь затруднен. Этоть способъ 
вычислен!я мы дальше пояснанъ на отдёльныхь примфрахъ., 

Въ заключен!е `замётимъ, что въ основае всъхъ дальнфйшихь вы- 
водовъ положенъ законъ Гука и потому вначеня кратическихъ нагрузокъ, 
вычисляемыя- по ниже приводимымъ ф-амъ, будутъ соотв тствовать 
дВйствительности лаять Въ томъ случа», есля вызываемыя этимя вагрув- 
ками изпряжевя ве выходять азъ предвловъ упругости. 

Въ тЬхъ случаяхъ, когда форма равновёая становится неустойчивой 
при напряженяхъ, превосходящихь предёль упругости матер!ала, вы- 
часлен!е притическаль цагрузокъ должно выполняться иными ‚методами, ` 
Въ настоящее время уже иифется рёшен!8 простёйшихь задачь этого 
рода ') и сравнене получеявыхь рёзультатовь съ данныйий опытовъ 
дали прекраоное совпаден:е. 


*) Ом. Т. Кбтлабо, метваоболеет ИФег КискРезмекоь, бёфеокен, ГУуввеНь 
{1909 г) Д. У, ЗомбчиеН, Зодшевита АбаивЕ $8, 1918 г. 
Сы, тавта Е. ВабБот, Шаг Жаржеьюаьон... Овен, Ньдвоуое 1912 г, 
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$ 81. Задача Эйлера. 


Въ качеств& простфйшей задачи, гдВ приходится “зивть ДВО съ ия- 
слфдовашемъ устойчивости равновЪе!я, разсмо- 
тримъ случай, представлонтый на чергожЪ 
(38) *) п на этомъ примВрЁ выяспимь раз- 
личные методы рфшошя вопросов» устойчивости. 
Принъняя первый пруемъ для опредфлев:я крп- 
тическаго значетя пагрузки Р‚ мы должны 
ввять въ плоскости наимепыпей жесткости 
слегка искравлеппую форму, указанную на чер- 
тежВ пупктиромт, составить для этой формы 
диффереощальное ур-е равновфя и изъ него 
вайти то наименьшее значев!е Л, при кото- 
ромь искривленная форма возможна. Это зна- 
чее Р и будеть искомой критической на- 
грузкой для равсматриваемаго случал. Распо- 
лагал коордипатныя оби, какъ указано на чертежз, полузаемъ для 
искривленной оси стержпя ур-1е. 


Черт. 38. 


С Ру... ..... (104) 


Откуда, принимая во внимап!е, что у=0 при #==0 н пользуясь 


обозначетемъ 


Р : 
= ®, 
получаень у = Аз еее (а) 


Услов!е у закрЪпленнаго конца послужить намъ для опредфлошя Р»,. 
Это условно будеть выполнено, если 


38 =0 
или х 
Ыб... - 
Слфдовательно, хритическая нагрувка въ” разсматриваемомъ случаь 
будетъ *) а 
Вт. нь. +05) 


1) Зьдачь эть быка рышевь Шиогома. Фи. Нввого 4е РАсадеше, Вел. 
$ 13 (1751 =). 

*) Му ведь огракачавйоыоя перной мовривленной формой: всф высидя формы 
05 точками перегнба неустойчины и не прехстаиляхти прантическаго интересе. 
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Что каслется произвольной постоянной А въ ур-1и (а) изогнутой оси 
стержил, то опа остается неоиредбленной. Наша система при дйства 
критяческой нагрузки оказываетея какъ бы въ состояшит безразличнаго 
равновБЫя и можеть занимать различныя положешя вблизи прямой 
формы равповёея. Неопредфленными остаются также и т8 формы, ко- 
торыя принимаеть изогпутый стержепь при нагрузках, превышающихь 
критическую. Такал неопредёленность является слфдетыемъ того, что мы 
въ основаше нашихъ выводовъ положили приближенное ур-1е (104) дял 
изогпутой оси стержия. 

Если бы мы въ лёвой части этого ур-я поставили полное выраже- 
11е для кривизны, то убфдились бы, что для значешй Р меньпихь Рь, 
опредфлеянаго изъ {-лы (105), возможна лишь прямая форма равпов8ся 
стержня. При Р болышемъ Рь, возможна кром прямой также и искри- 
вленная форма, при чекъ искривления наростають при увеличеши силы Р.. 
очень быстро. Такъ, папримбръ, уволичеше силы Р па 11/.'/, противъ 
критической уже вызываеть прогибъ равный почта четверти длины. 
стержня. СлВдоватольно, приведенное выше приближенное р3тен!в даеть 
памъ вполнф правильное значене для хришической нагрузки *), но не 
даетъ пикакяхъ указаний относительно искривлешй бруска при нагруз- 
кахъ большихъ «ритическом. 


Чтобы составить 066 предславлеше объ этихь некривленпыхт, форивхт, обра- 
тимсн къ боле точпому дифферсющальному ур-ю наогнутой оси слержоя. 0бо- 
оначая черевъ @ уголъ, соствиляемый касательной кт изогнутой оси отерния съ 
осью 2 и черваъ з дипну*) покравловной осн, отсчитывавмую оть ворхьяго ковца, 
нвпишемъ ато ур-фе въ тахомъ вид® 


а 
= ву, 
откуда диффоревдаровищемь заходиит 
Ей —  рыяб 108 
а - ща. ос... . 408) 


Волк въ отомъ ур-Чя выфото 5 вставить преия &Ё то ур+е сонценать съ ур1емя 
двищев!я мадтвикв, 

Моиенть инорщри соотяётетвующаго маятвика отвоситольно оси вращешя бу-_ 
деть опредфдяться величевой ЕЛ п лфеъ его величиной Р. сан предотавить себь 
- почку, движунюся со скоростью равной адииацй вдоль нокравлонаой оси стержня 
в допуфаить, что иъ начальвый момевть опь находильсь въ точьь приложешя 
свлы Р, то въ наждомт ‘вовомт ся попожеви напровлен4ю соотлётотвующщей каса- 
тельной къ покривлепвой оси опродёиихел положев[вит, начеющагося маятиняв, 


в) Вопрооъ о допустимости пользоввым приближенаымь ур-+юмъ (10%) для 
окредёлен!я вецичины критическикь наурувокь съ большой полнотой быая вы‘ 
ясветь Ф. (. Ясивокимь, Ом. Ообр. соч, т, 1. : 

*) Въ отомъ выводя прекполарветоя о0ь стержня ие ожщивомой и потому диийе . 
всей искривленной ост будеть рапне джин оторжня 2 
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всяи только иь палильный моменть овт, бяяъ отизонойч. вт. свьз прайцее полек 
эжеши па уголь а, ринаый углу пахиона киентольной к осн х нь бет приложен 
силь (черт. 88) 1). 

При потогрироваит ур-ш (108) поступяемъ таз» каяъ эзо дёлають въ ур-юми, 


®) 


для мвятвыка, умпощавиъ 008 части пи’, п кыцолниеми, пораое иптегряровпн!а, 


6 
тогдь, проанмая во внимин! усло! пв порхпомь нолцф, волучавыт, 
„7 {90% 
< () НР (ев — сова), 


откуда 


46 
"= РУбуж Ее" 


Для дливы дуги мы нолучавыъ выракошге 


—1 Е _ 
#уз Гузячентя 
3? 
: ИУ 


& _ 
зы: 9 =. 


‚ (©) 


Положииъ 


. Й 2“ 
Тогда, пранимвя яо вонивн!е, 110 308 2 < ям 5, можво пвости волую пере- 


мънвую ф, положивь 


При намфнеяй: з оть нуля до {, @ мапается отъ 4 до 0. слфдоватольно, ф бу- 
< 
деть мфилться отъ зу 0. `'Встапляя пъ выражес!е (с) пыфето | повую перемв- 


ную ф, получим, 


...: 007) 


Бели положять 


то витеграль въ ф-ль (107) получветь ввачеше т, я мы ваъ этой ф-лы находинь 


рав\е вычясленное нами вявчешо Р,„. 
к 
Для всякаго ковечваго вначевя р тот» зе ивтеграль будеть больше $ м бу- 


Догь Фовраотать выфотв оъ р, т, в. выфоть оъ вскривиошемь отормвя, Этому пов- 


:) Оовиадеше ур“! (106) съ ур4емъ движев!я маятник продотавляеть собоН 
частный случай пввфстной динвыпческой аналоги КугервойРа, который покавалъ, 
что можаопрввести къ созоздевтю вадачу о ваправленя главныхь осей ниерийг 
тящелего твердего тёла, вращающегося онопо неподвияеной точни съ вопросомтъ о 
ваправлошяхъ осей подвижной систвмы (2, у, #) [0ы. $ 19] дян стержия, ударжя- 
ввомаго въ искриваевномь оостоящи онламк, прйломенными по концамъ. Сы. 
Жненкой, 5. & Ма). (СгеИе) В. 56 (1869 г). См. также ЗУ. Наза, Ма, Апл, В&. 25 
(1886 ^). Вз русской литературфтому ж9 вопрооу поевлиена работа Е. Л. Николал. 
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растинию интегралы будет чом астаьть унбаиношо изгибающей силы № Зв. 
пнепчость некроялонй ить силы Л легко установить, такт вазу. пыфютья гоупвыя 
заблцы, м которыхь приведена зизновя назиего илтогранй ирн разаичныхь 


значолихь р 1). При помощи ‘тихь таблищь мы аогно позучаом примодичыя 
ные отиопяи Р:ЛРь» И бОбЪМилиумощы значоны @, угля пакиоПА нопцепой 
паситольной 


у т 
160° 


а! | &Р 100 г 190 и | 1 
_ ОИ “= Г. = а ло ри 
т | | р | | 

2= 1015 | 1008 | 11521 1,209 1 518 | 1881 | 2,541 | 4.029 | 9,116 
г , 

0,970 | ОН 1 Ола 1 обо | 0.819 | 0,1231 — 0,107 | — 0540 | `0577 

| р | | 
0,220 ола | она, ом | 0085 ода 


Послёдшя двб строчки этой 


| 


` 


1 


т 
з 


: 


Г 


й 
т 
рее | 0,598, 0.710 
| 


табилпы дають памт координаты оспопавця 
отормви относптельпо осей (2, у}, перемёщию- 
щихся пря искрлвлепи. Накопцл, чертеж (39) 
даоть намъ”вндь соотяфтстлующихь кривыхь 
пагиба ?}№ Равоматривая зти ирпоыя хакъ чет- 
верть полнвго лер!ода, мы путеыт, вхъ соедн- 
ивщя полупаомт вс фигуры, иредеталнеппыя 
за портежь (40). 

Боли предстььпть графически заввоямость 
можду салой Г п прогабомъ / воржняго вовца 
сторжип, то пояучпмъ кривую АВ, ивобра, 
жовную на пертожь (41). Кривая ота вачер- 
ивнА въ тонъ прелположов!т, что все явле- 
18 происходить въ предьлахь упругости, 
За пролфламв упругости продольвый овгибъ 
протокаеть пваче. Бели бы, напримфръ. точ- 
ка С соотвфтствозала “начьлу появлея;я оста. 
щихся деформаций, то прп дальзЪЙшей ва- 
трузк® заввевыость между Р и ХУ предота’ 
вильсь бы #6 криной $. в каной либо кри-, 
вой. СП. Наноноць, если предфль упругоста 
будеть достигвуть при ввгрувкё 04; <Рь, 
вависныость между Рн/ предотанитоя кривой 
звда С,0, *). 


*) Эго такъ называемый элянптнуосяЬ ны:огралт перваго рода. Таблицы его 
р: р: р 


анечон можно вайти эъ ивзфстоой апт, РиоКНопеаеа (аа 


Ува, Е. авадко ‘ча Р. Ешдо, 


а Рогте?а и. Кох 


2} Нв вычполеня моордивать тозекъ яскривленной оси ыы эдёоь яе одтаяв- 


влхваемоя. Матереоующиеся вайдугь много подробао разобрапвыхь примбуойь 

зъыввгь, Г. бваворбь Пог Бовобофо ЗыЪ, отрыв: (1880 т.), см. также Китош/ег, Ге. 

ой зао Фе аочониЙритео, Кашгоно (1909 г.} Вога, 3:Ыпкею ТЧавоге, 1909 г. 
*) См. льлие цитвровеняую работу В. У. ЗазеЙ. 
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Рашимъ теперь ту же задачу вторымъ премомъ, оспованнымь на 
разснотрёши энерги системы. Для упрощевйя разсужденёй удвоимт длину 
стержня и будемъ считать концы его опер- 
тыми. При симметричной форм? искривлен!я 
{черт. 42) каждая половина стержня оче- 
видшо будсть въ такихъ же услов!яхъ, какъ 


я 
Черт. 40, 


к въ выше разобранномъ случа} Эвлера и мы должны получать прежнее, 
значение для Р,,. Одна изъ возможныхь формъ равновфс я будеть прямал 
форма, которой соотвётствуеть простое сжат!е стержия. 
Чтобы выяснить, когда кром®. прямой становится воз- 
можной и. искривленная форма равповзс!я, поступимъ 
„такъ: дадимъ прямой 
оси стержия весьма 
малое искривлен!ю. 
‚“ Тогда къ потенцщаль- 
ной энергии сжая,со- 
отвётствующей пря- 
мой фори® равновз- 
с1я, присоединится 
ещб энерчя ивгиба. 
й } Въ общемь энерия 
деформащи . вовраб- Черт. 42. 

теть на нфкоторую 

величину. 87, но при этомъ сжимаюнщия сиды Р совершать работу 3 Т, 
которую #ы получимь, укножая Р на сблажвше 8] концовъ стержия 
при искривлении, Ерий при зслкомъ откяоненш ®У> 8.210, очевидно, 


“р 


Черт. 41. 
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прямая форма —едипственная возможная форма равнов5ея и ата форма 
будеть устойчива 

Если удается разыскать ташя искривлешя, для которыхъь ЗУ < 87, 
прямая форха пеустойчива и стержепь подъ дВйствемь соотёфяствую- 
щей нагрузки искривится. Критическое зпачене сжимаюзщей силы най- 


демь изъ условя 
ЗУ :=87. ее. (0) 


Изь всБхъ возможныхь искривленй нужно при этомъ выбрать то, 
которому соотвзтствуеть паименышее Р. 

При опертыхъ ковцахъ всф возможпыя формы искривленя могуть 
быть представлены рядомъ * 


к „2пх ‚ й 
ть [С ити, 58 и (..:. (5) 


Соотвфтетвующя зизчешя онорми изгиба и работы сжимающихь 
силъ, ва основати ранфе найденныхь ф-ль (61) и (65), продставнтся 
такъ 


у = а т 


в п 


1 а 
ви Уна вт Уеа. 


= яя! 


Вставляя эго въ ур-! (и), получим 


о 
У 


(6) 


ы 
у 2 а 


ат 


Изименьше значеше для Р получается въ томъ случаф, если въ 
суммать, которыя зошли въ зыражоне (с), вс члены, кромё перваго, 
положить равными нулю и прицать, слфдовательно, искривлене по 
‘кривой 


у =. а. я А 
Въ такомъ случа 
з 
Р..= в, м. (108) 


Результать этотъ, если принять во вниманю удвовше длины стержня, 
совершенно совиздаетъ съ ф-ой (105). 

Вь равсмотрвеномь случаВ мы бевъ ватруднешя вашли ту форму, 
которой соотв тствузть наименьшее Р и получвли тозпое зыражен 
для Р,,. Ивогта атого +6 дается достигнуть, тогда мы, польвуясь из 
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ифчениыхь способомъ, ножехъ найти приближеппое рёшене, полагал 
въ основаше вычислепй какую либо подходящую форму искривленя, 
удовлетворяющую условямъ закрфплегл. Задаваясь Ффориой кривой, иы 
твыъ самымъ обращаенъ пашу систему въ систему съ конечнымъ чие- 
ломъ стопеней свободы. Число степспей свободы булоть опредбляться 
числонъ произвольныхь параиетровъ, которые аходять вт ур-4е выбран- 
ной наин пскривленной форим. Вычисляя соотвётствуюцщия значеня 87 
и 5Т и вставляя ихъ въ ур-е (а), пяходниъ выражеше для Р. Чтобы 
опредвлить Рь, остается выбрать для произвольныхь параиетровъ та- 
мя значеня, при которыхъ Р имфотъь наименьшую величину, предста- 
вляющую, очевидно, праближециое значеше для Р,„. Задаваясь опред\- 
ленной формой кризой изгиба, мы тГыЪ самымъ какъ бы вводимъ по- 
полпительныя связи въ нашу упругую систему. Такое увеличоне числа 
связей можеть сопровождаться только увеличешемь жесткости системы, 
но пн какъ пе умспьтешенъ ся, поэтому получаомыя приближеннымь 
способомъ вначешя Р» могуть быть только больше д®йствительныхъ, 
по ны аъ какомъ случаф не меныпе ихъ. Примфневше приближеннаго 
према къ цблому ряду вадачъ *)} показываегь, что точпость р\ыневя, 
даже при услови пользовашя лишь одпимъ произвольнымъ параметромъ, 
обыкповеппо зполпф достаточна для практическихь приложешй. Возь- 
мемъ, папримфръ, только что разобранный случай стержпя съ опертыни 
коппаии, Если вы%сто дЬйствительнаго искризленя по. синусоилф, мы 
возьмемъ изгибъ’ по кривой, соотвътствующей изогнутой оси балки съ 
опертыми концами п нагруженной силой по середии?, то найдем» для 
энерми изгиба значеше 


здфсь /— прогибъ по середенз, 
Для работы сжимающих силь получинъ 


В 


1 . кз 
_Р и , зори, ПРА 
т=ф [| 48 = РР Гб ет 
8 : 


Въ такомъ случаВ ур-16 (4} лаеть намъ 


10 ЕХ 
В, = ОА. 


что отличается оть точнаго рёшешя меньше, чёмъ па 11/0. 


3) Сы. вату работу, Объ уотойчавостя улругижь опотомь ..., Май. К\ев. Пол. 
Иное, 1910 г. 
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Если бы мы въ осповане расчотовъ положили кривую изгиба балки 
подъ дъйствемъ равном?рной нагрузки, то получили бы 


_ 9.882 ЕЛ. 


Р», 7 


ЗдЪеь погрЪшность всего около 0,1%. 

Возможно, конечно, получить п дальнёНиия приблиленя. Гели бы 
мы, папримфръ, составили кривую изъ двухъ предылущихъ, т. ©. веяле 
систему съ двумя степенями свободы, то получили бы для критической 
нагрузки выражеше точпое до чотвертаго знака '). 


$ 28. Устойчивость призматическаго отержня пря разлячныхь сповобахь, 
закрёлленя ковцовъ. 


Мы равомотрьли пока случаи продольцаго изгиба для стержня съ 
однимь свободнымъ и другимъ зад®лапнымь 
концами и сторжия съ двумя опертыий кон- 
цами. Для другихъ способозъ закр®иленя 
копцовъ” легко найдутся нужныя зпаченя 
критическихь нагрузокъ, если воспользоваться 
рвтоняни для балокъ, подвергающихся одно- 
временному дЪйств!ю изгиба и сжатя ($ 9). 
Р„,—э1о то впачене продольной сжимающей 
свлы, при ‚которомъ прогибы, вывываеные 
поперечной" пагрузкой, неопредфленно воз- 
растаютъ. Возьмемъ; напримВръ, стержень 
РР `_ съ одним задфлавнымь в другимъ опертымь 
. концомъ [фиг. (2), черт. (43)]. Если къ про- 

Черт. 48. дольной сил присоединить равномёрвую по- 
перечяую нагрузку 4, то опорный момевть № представится такъ (фчла 38] 


— — ЧР 4924 (и - и) в 
м. =—% Мы (® 


тд при ввятыхь обовначенять 
«=1/РЁ 
ИЕ, 


2) Прьыфняя методъ эрермя, мы пренебрегая номфвешеыъ дливы оок отержвя. 
Боли втя ивыфпеля принять въ раочеть, то ыы прядемъ къ твыъ же результвм» 
ом. папу работу, ЗНаще За ШиертоМеше Чог ЕаабАНИесто, 2. Ё Май, 
Рнуе. ВА, 58 (1930) отр. 87| вужфо чошько въ раочоть вводитв ио иерволачальнуе = 
длЕну отермпя, в ту, ноторая ооотв®тезлуети ожатйо сикой”Ь,. 
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Прогибъ стержня а, слФдовательно, и опорный моменть № неопре- 
дЬленно возрастають, если знаменатель выраженя (а) обращается въ 
пуль. Въ такомъ случа Р», найдется изъ ур-йя 


Первое приближеню для корней этого трансцендентиаго ур-1я проще 
всего найти графически (черт. 44), опре- 
двливь пересёченя прямой 


у=2и 
съ кривыми 
у = 12. 


Наименышй корень ур-я, соотвёт- 
ствующй Р,,, будеть 


откуда 
20,16 ЕЛ (109) 


’  — В 


Черт. 44. 
При одинаковой упругой задфлк 
обоихъ концовь стержня [фиг. (5) черт. (43)] нужный намъ опорный 
моменть представится такъ [ф-ла 40] 


ищи! О уе (5) 


Зд№сь « — коэффищенть, на который нужпо множить №, чтобы полу- 


чить повороть конца. 
При а = <> имфемъ свободно поворачивающеся копцы и ур-1е © 


даеть намъ . 


При абсолютно задфланяыхь концах а — 0 и изъ того же ур-я 
`нахолимъ для перваго корня значев!е 
и=я, 
$, [. Тинорвико, . 


а 


СлЬдоватольно, 


т 
ВЕ... 00 


Для всякихъ промежуточныхь звачев! а ур-1е (с) также легко рЁ- 

шается. 
Разсмотримъ, напримфръ, устойчивость сжатыхъ сторонъ квадрата 
съ жесткими увлами, при томъ услов!и, что всё стержни имфютъ оди- 
наковую жесткость (черт. 45). Легко видёть, 


р В что при искривлев!и, указанномъ ва чертежь 
=. 
° 2ЕУ 
и 7р-е (с) привимаеть видъ 
ши-ни = 0, 
отвула и = 2,029. 
и Сльдовательно, 
Чери. 45, Рь = А 


Безъ всякихь ватруднойй р®шается вадача и въ тёхъ случаяхъ, есзи 
для двухъ кондовъ стержня упругость задёлки различна, 


$ 28. Устойчивость многопродетныхь стержней. 


Для рышеня вопроса объ устойчивости стержней, лежащихъ на мно- 
гихъ опорахъ, мы воспользуемся ур-ями (43) [$ 9] для неразрЪвныхъ 
. бвлокъ, подвергающихся одно- 
СА РА! м и р. временному дЁйствию изгиба 

2% р] р му 
«8 й а. и сжаця. Пусть 1, &,..- 

. . й , 
пролетовь, 
Черг. 46. обозпачають длины пролетов, 
Р,.... Р, — сжамвющя . 
усвшя въ посл®довательныхь продетахъ (черт, 46); тогда, сохраняя наши 
прежвтя` обозначев я, будеиъ имфть: 


Р, ; 
й Ел. = 
4 а, 
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Еели допустить, что поль двйстемъ продольныхь силъ стержень 
искривился, то въ опорныхъ сфчешяхъ появятся моменты, связанные 
иежду собой ур-ями вида (43) 


М, 1, 


ё у, (2 и„) + 


[4 
& и) + М. 5. $, 


+ 4, (ыы) я ид = о... @) 

Число атихъ ур-Й будеть равно числу промежуточныхъ опоръ. 

Въ томъ случа%, когда концы стержня не могуть свободпо повора- 
чиваться и, слёдовательно, концевые моменты отличиы оть нуля, мы къ 
ур-ямъ вида (&) должны присоединить еще два ур-я, которыя легко 
могуть быть написаны па основани условЙ вакрёпленя [см. ф-ла (42), 
Полученная такимъ образомъ система ‘ур-й можеть дать для опорпыхъ 
момептовь рфшен1я отлизныя оть нуля *) лишь ВЪ томъ случа, если 
опродёлитель этой системы обращается въ нуль. Равенство нулю опре- 
дфлитоля и дасть намъ нужное ур-е для пахожденя критической иа- 
грузки. 

Въ случаВ одной промежуточной опоры и опертыхъ концовт, будемъ 
иыёть одно ур4е вида (а) и услове для опродфленшя критической силы 
иапяшется такъ 


й В 
=0,...... (8 
лв 04 + ур и) © 
Есла продольныя силы приложены лишь яо вопиамЪ, то вставляя 
выфсто ф, (24,) в $. (24,) ихъ значеня ($ 9), получаемъ. такое ур-1е 


2% 1 24. 1 
1 .] 5] 4 =0....,. С 
(к-т ® 
Наименьшее вначен!в силы Р, удовлетворяющее этому ур-ю, и бу- 
„деть искомая критическая пагрузка, Въ случав стержня постояппаго 
свчешя, ур-е (©), опредфляющее критическую нагрузку, можеть быть 


представлено въ боле простомъ вид®. 
Для стержня, имвющаго дв промежуточныя опоры и сжатаго си- 


1) Равенотло нулю вофхъ опорныхь моментовъ соотвфтетвуеть пан прямой 
формь равновьоя стержня вдв тому случаю, когдё всЬ пролбты при нокривлеви 
порибаются вовевновыо друг оть друга, т. в. когда ожимьющее уонх!е 5Ъъ каж. 
домъ пролет равно хритической сидь для этого пролета. Въ послёдиемь случа 
будемъ ныбть ‘ 

Ра, =... = 
з* 
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лами, приложепныйи по концамъ, ур-я (@) навишутся такъ 
— 2) (1 - =. 

9 2н ь 19 3и, 
1 2, 

"ь [т Зи, — 1} 
мм - 8) + 
\ 5 2, | 6: 2: 

1 2: 
ть ('- 92% } = 

Прираввивая нулю опред®литоль этихъ ур-Ш, нолучаыъ ур-е для 
опредълев!я хритической нагрузки. Разыскан!е корней этого ур4я при- 
ходится производить путемъ посявдовательныхъ попытокъ, Предёлы Для 
наименьшаго короя мы легко установимъ, если представимъ себЪ стер- 
жепь разрёзавнымъ надъ опорами и вычислимъ критическя нагрузки 
для отдёльныхъ пролетовъ. Искомая критическая нагрузка, очевидно, 
будеть заключаться между наибольшей и наименьшей изъ тёхъ, которня 
мы найдемъ для отдвльныхъ пролетовъ. Такимъ обравомъ расчеть ва 
продольный ивгибъ нногопролетныхь стержней по встрчаеть какихь 
либо припцишальныхь аатрудпешй, вся трудность заключается лишь зъ 
разыскаши корней соотвЁтствующаго трвисдендентпаго ур-1я, 

Способъ, намёченный нами здвеь для абсолютпо жесткихь опор, 
безъ особыхъ затруднешй можеть быть расарострапенъ на случай упру- 
гахъ опоръ, съ которыми мы, напримёръ, встрёчаемся при расчетВ на 
устойчивость сжатыхь поясовъ открытыхъ мостовъ ‘). 

Для стержней постояннаго сёченя и равном®рио ежатыхъ по всей 
длинВ поставленная задача рёшается проще, если мы за неизвфетныя 
применъ не опорные моменты, а опорпыя резки. Для опредфнешя про 
межуточныхь опорныхь резкий въ случа баяокъ, подвергающихся одно- 
временному действию сжаця в равномфрпой поперечной нагрузки, мы 
ныфенъ систему ур-й (41) [$ 9]. Критическое зпачеше сжинающей 
силы это будеть то паименьшее значен!е, при которомъ опредвлитель 

ур-йй (44) обращается въ нуль, , 

Вовьмемъ въ качеств простьйтаго примфра стержень, конды кото- 


раго оперты па абсолютно жестыя опоры. Промежуточное съчеше ле. 
жить ва упругой опорв (черт, 47). 


*) Подробное резомотрён1@ зтого вопросв можно найти въ отатьяжь ИЯитиет. 
говпп’а см. ЗН;фег. ВогЦп, Абв» 1907, 1900 к..г, 


Для опредфленя проможуточпой опорпой реакщи ны будемъ нмфть 
одио ур-10 вила {44}. Приранвивая 
нулю коэффищенть при Л въ этоиъ 
ур-й, получаомъ услов® для опре- 
дьлешя  хритическаю  зпачешя 
сжинающой силы. 


Полатая у Черт. 47. 
= 
П--Ь=Ь, вл=; Н = 9, 
продставимъ это услове такъ 
т Е т В, = ризии [ 7 ... (©) 


Теперь остаетсл только путоиъ посяфдовательпыхь попытокъ найти 
наииеньтсе значене Р, удовлетворяющее получеипому ур-ю. 

При а = 0 будемъ имфть бозкопечно жесткую промежуточную опору 
и ур- (е) совнадеть съ тВмъ, которое получается изъ (6) при постоян- 
вомь сёчеши стержня. При —@ 
& = со будемъ имбть сторжень 
на двухъ опорахъ со свободно 
поворазпвающимися конпамн 
и для критической пагрузки 


о. р 
получаемъ а... 
Зи = т. Ром Ея 
А Яиг 8 [а 


Для вевхъ промежуточпыхь 
зпачешй аР,, будеть заклю- 
чаться можду предфльными зналонани, соотвтствующими а — 0 и а= > 
и найдется путемъ попытокъ ивъ ур-я (2). НаиболЬе просто рёщаетея 
этоть вопросъ въ томъ слутав, когда промежуточная опора подразд?- 
ляеть сжатый стержень пополаиъ, При этомъ будемъ иыЪть 


И, = Н=и 


Черт, 48. 


и ур-1е (е) перепитетел такъ 


ти] ти мени "7 ==0..... (7) 


4 1+ 


Крайне предфлы для Р въ данвомъ случа устанавливаются крайло 
просто, Когда а == 0, стержень при выпучиваюи подраздфляется яз дн 
совершенно неазвисимыя полуволны [черт. (48), фиг. (а)] и критическая 
ватрузка будетъ такая же, какъ для стержня половиной длины со сво- 
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бодпо поворачивающимися концами, ВыспИй предфль для навменьшаго 
корпя ур-я (Г) будеть, слЪловательно, 


ин-т 


Для а = <>, которому соотвЪтствуеть искривлеше, представлеппое 
ва фиг. (6), получимъ пизпий прелфлъ нанмоньшаго корня урЧя (7), 
именно 


в=- 


2 


Для вефхъ промелутотпыхь знало й (а) наимепьшй корепь ур4я 
{{) будеть оставаться въ вродфлахъ 


т 
э<и<т 


2 


При этомъ и > 0, 608 в < 0, слЪдовательно, второй множитель въ 
ур-и (Г) можеть обращаться въ нуль лишь при условия 


Р_1 
Ре... 


Для всфхъ вначен!й а меньшихъ, тВыъ т, которыя опредвляются не- 
равенствомъ (9), т. е; для вефхъ болфе жесткихъ оборъ кратическая на- 
грузка соотвЁтствуеть обращеню въ пуль перваго множителя въ выра- 
жеши (Г) и мы будемъ амфть 

. и=л, 

т. е. ту же критическую снлу, что и при абсолютпо жесткой промежу- 
точной опор. Неравенство (9) представляеть практаческ!й антересь, 
такъ какъ ипогда приходится подбирать жесткость промежуточной опоры, 
и мы при помощи этого веравенства всегда сможемъ выбрать жест- 
кость такъ, чтобы средпюю опору можно было припимать за абсолютно 
жесткую. 

Наимевьтая жесткость, при которой опору можно слитать абсолютЕо 
жесткой, опредфлитея на основан (9) изъ условя 

‹ 


ааа, в | 

ЯР, 4 487 
Польвуноь яторыыъ прИвмомъ для рышевя вопросопъ устойзизости, мы зъ 
даниомъ случаф весьма проото находныъ приближенное рылел{е, допустивъ, ч10. 


выпучяввьюлийся подъ дЬЯстемъ продольпой ояды отержень изгибается по ояну“ 
оопд 


ужа ТЕ 


Прарыщон!е вньрмя- деформатн ооставнтоя явь вверМВ язгиба 


И 
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и па, эвергт, пакопляомой въ осфдающой опорь, 


ди 
бИ, = 58 
Для работы сжамающей енаы Р пря облпщен!и коицопь стержия нифеяъ 
Ш рат 24? 
Р= Ра = зг 


Критячоская сяли опредилитея изъ услошя 
ВИ, +57. = 8 Г 


вли 


 довательно, 


в +21 оны. ® 


При малой жестноети промежугочиой опоры (прп большонь а) 4-лв эта пыЪ- 
еть большую точность. Съ позристав!емъ местности точвость ф-лы убываеть, по 
даже я въ предфльяомъ случа, когда опора начппаеть пести собн накъ вбеояютяо 
жесткая, мы получаемъ по прибляженяой $ф-ль вполр удовлетпорвтольпый реуль- 


тать, Въ вамомъ дьлЪ, предфльное апачов{е жесткости а, при которомъ опора пе- 
го 


реответь омщаться м, одадопательно, Гу 2 опредёлочея по пряближоввой 


Я 


фль (© взъ усломя: 


откуда 


что отлячаотся оть точпаго зпачени (4') примфряо па 70, 


Еслв промежуточная опора расположена не посерединв пролета, то 
для опредфлевя Ри, нужно обратиться къ ур4ю (г). Низшй предёлъ 
для паименьшаго корня, очевидво, сохраняется прежиЯ, оцъ соотв\т- 
ствуеть абсолютно гибкой промежуточной опорЪ. Верх предфлъ для # 
чолучвыь при х = 0. Опъь будеть меньше т. Въ евмомъ дЪ%лф, при 
и = пи прв а == 0 правая часть ур-я (е) будеть равна нулю, л%вая 
же часть очевидно будеть отрицательной, Насколько умельливь и, мы 
«можемъ уравнять лёвую и правую части. Олфдовательно, отодвижеше 
средней опоры оть середины пролета сопровождается уменыпевтень 
устойчивости системы. Установввъ предзлы, равыскиваемъ нужный намъ 
наименьюнй корень ур-я (6) путемъ послздовательныхъ попытокъ, 

При этомъ полезно имфть въ виду слёдующее обстоятельство: пре 


ар _1ь Аь 
= или “= -5} 


правая заеть ур-я (6) обращается въ нудь, и если предположить, что 
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1 >71, 10 навменьшее зпачене для Р получимъ, положивъ 


м, = ай, —х 
откуда 
вт. 
27 
Отсюда заключаемъ, что при 
РИА 
а> 2 


искомый корень ур-Ёя (0) заключается пъ предЪлахъ 


г и 
5<и <. 
8 21 
При большей жесткостн промежуточной опоры корень лежать въ 


такихъ предвлахъ 


И 
т <и< м. 
5 <# < 


Если сжатый стержень концами опирается на абсолютно жестя 
опоры и въ рядв промежуточныхь сфчешй лежать на упругихъ опорахъ, 
то при опредёлев!и кратической нагрузки придется взять систему ур-1й 
вида (44), Число такихъ ур|й будеть соотв®тствовать числу промежу- 
точныхь опоръ. Праравнявъ пулю опредфлитель етихъ ур, получаемъ 
трансцендентное ур-1в для разысканя критической пзгрузки. 

Рапеше этого ур{я возможно лишь путемъ послёдовательныхь попы- 
токъ. Что касается тВхъ зпачен@ коэффищептовь жесткости а, при ко- 
торыхъ опоры ведутъ собя, какъ абеолютно жесткя, то въ случа рав- 
ной жосткости опоръ и равпыхъ пролетовъ, задача эта рышается 6безъ 
особыхъ ватруднений ‘). Предположимъ, что пашъ стержень подфавдв- 
ляется на т равныхъ пролетовъ. Въ такомъ случаЪ, при абсолютной 
жесткости опоръ яралтическая нагрузка опредвлится усломенъ 


р 
И т, 
ед 
откуда т" Е т" 
зр. == А 


Будемъ телерь искать +0 вначеше ковффищента жесткости а, прё 
которомъ критичвекая нагрузка меньше только ‘что найденной иё. без- 


2) Еушене во приикддешиь И: ФТ. Вубнову, ом. Курск отровтёльной мёха- 
ини. 1.7], отр. 259. Изь итой внийи я занистаую нише призодимую табливя, 
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копечно малую велячьну, Въ такомъ случа 


Га 
Ив... .. (0 


тдВ е—_безконечно малая величина, 

Вставляя (1) въ ур-я вида (44) и отбрасывая малыя величины по 
сравнению съ конечпыми, райдемъ, что всв члепы, заключающе про- 
инведен!я синусовъ пропадуть. Это значительно упрощаоть наши ур-1я. 
Такъ напримёръ, въ случаз двухъ промежуточныхь опоръ ур-фя эти 
наришутся такъ; 


2] 1 
(5 а), +, = + 
1 21 
в № + (в-ж) л,=0 
+ 


Приравнивая рулю опредвлитоль этихъ 
ур-й, получаемъ ` 


Ве) (р; 0 


Откуда паходимъ нужпый намъ корень 


_ 0,3334. Черт, 46. 
= ЗР. 


Подобпымъ же образомъ для трехъ промежуточных опоръ найлемъ 


_ 0,2932 
“= чр, ^ 


Вообще въ сяучаВ балки, вивюшей и пролетовъ, полутимт, для той 
предвльпой жесткости, при которой опоры ведуть себя, какъ абсолютно 
жесть я, т8кое выражене 


Значеня В приведены въ нижесл6дующей таблицВ: 


3 4 ве 


°|ы 


"= |2 


р 


= Гозо око 0283 чт пра] ов] пая) 055 
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$ 24. Продольный изтибъ стержней леромённаго офченя, 


ЭНлер». когорому прпнадложать перлыя рышошя ят, области устойчивости 
сжалыть стержней. не ограничился случаем призматпчоскаго сторжая п ралеыо- 
тьььъ нреколько завачь, ГДЪ попоречнов сфчел!е стержея м%нялось рлоль осп, 
Твкь, навриыръ. пыъ решена велачь объ уетойчирости конпческаго стер и 
сторноя, боковая повержпость нотораго продставляеть собой параболовль пра. 
щовя '). которы валячя этого рода представляють прахтичеснИй интеросъ п мы 
призодныъ вдфог. нужпыя для расчегояь чпсленпые результаты, 

Рвасмотримъ случай, когда момепть пнершн попоречнаго сёчеля, соотв 
стлующиЙ пагибу стержия въ плоскосги палмел’ шей шеоткости (=, у). ыввяется 
пропорщюппльно квалрь:у разстолнй сть яфкоторой точни (), лежащей ив осп и 
{черт. 49} 2]. Пусть 1; и /,- иомевты наярщи для верхвяго п вожпяго ^Вчепы, 

Тогда 

Еды п ЛЕА +4}, 
гдф Д--пЬкоторыВ постоявпый киаффитцевиь, 


Положиыъ 
зачем 


о Е 

= 

При Выбреввомъ расположен! ноордннатныхь осой диффоронщельное ур4е 
панншется танъ 


Въ такомъ случа 


Еле У=-№........ у... @ 
Уре это логно приводится къ линейному ур-4ю съ постоялннып коэффишея- 
щентаып, и общЕН пптеграль его, пь томъ случа когда 


2.1 
Е4а7з' 


представится такъ 


у; [сз (ви вне (вы. =). ль: 


Здьсь для сокращопЯ ппоьма оведепо обозначен! 


Услови закрАлаовЫ для сторжея съ иажипыъ вадёлапаыыъ я перхвиыъ сто- 
бодвымъ нонцомъ будуть тоя 


3 Мёшонее 4е ГАсвадицо де Вон ч. 13 (1759 г]. 

3, Прны%рмо тышя уолоза мы будем ви®ть при рвочеть ва пролольвий 
пагибъ пирвындальной клепанной стойки, составленной нвь четырогъ угояновъ 
тоедивятельныхь рытотонъ, Моменть ннерп(я сфчев:я можно принять пропорд!ю“ 
аальпыымъ кзадрыу разотояв!я между певтраын тяжести уголновъ. Сы. Ртваке, 2. & 
Ато, н. 108. ев, 1907 г.. стр. 475. Оы. также, А. Диивькъ, Ивв. Ежалерни. Гори, 
Иво, 1914 г, Въ этой работ рёшева задече о проходьпомъ наг, 68 отермной, ^ 
жесткость ноторыхь ыёняетоя по бивомальвому на^ну. 
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Первоо изъ этпхъ усло будоть удоплотпорено, вслл мы в общемъ ивто- 
трал% положшиъ 0,0. Второе услоше приподить нясъ къ, трансцелдонтпому ур-Ню 


0 Ви.) — 28 = 


че ее: © 


папыепьший коропь котораго опредфляоть елитпну №, Величин этя будетъ 
ваннсёть оть #, п мы оковчателулую флу маметъ предотавпть такт 


гдё | пеличива, опредфлявмая па оспопавя шения ур-я (©). Ир # < 1, камъ это 


ны привил вт нашехль зытодь, отовидао < тр. Для сторини, расшпряющагоеи 


кверху, #> Е и мы получиыь р> , Насколько числоныхь результатов приво- 


димъ въ нижесльдующен табяпць у 


| от | : Ы ы | 9 | ол | сз | 05 


2,228 


| 
| 


дли 2,302 


ЕТ 3 129] фе 1,304 фас] зав 


ан 


= 
8] © 
[ле 


ар зв зят чм 529 


Числаыи этой таблицы, очелидио, можно будетъ воолользоветьоя при раечотй 
стершни, получевшаго путаыъ сложены осповавиып дпухъ раввыхт стержней 
тольно что раас»отрьнияго вада, п опертато по концамъ. 

Козкдея половияа полученнаго танимъ образаыъ, стержая 
будеть соворшепно въ тьхъ же услошяхъ, какъ и раз- 
смотрьнпьй вышо отержевь. 

Рьшете ур-я (а) для тЬхъ слутвелъ, когда 


приводить пасъ пря вадавпыхь услошяхь ва коодахь к® 
прамой форыф раввовбей, 

Въ случав комамскию стержия, располагая коордпявт- 
ный ооя, ванъ унозано ив чертожь (50), прядемъ къ ур4ю 


и 


ВАз^ 5 Яя 


Орк втомъ 


Черт, 50. 


ди Аа+а“= 


Рашев!е ур-я (5) покавыяветь, что критаческая ввгрузка можеть быть оире- 


. 9) Таблацы для равличныхь опособовъ ванрёпнов!я ковцовъ роясматряпаемаго 
оторжия ооставлевы А. Дивникомъ. Оы, дятяропанвую Ныпе роботу. 
р У! р ГУ. 
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дьлена по прожвев лв (112). Нужно только вяфото р. ставить числа пат, виже- 
сльдующев табапцы 1 


оз 04 | 05 | 08 | ой 08 | оз 
но нато ори зав ор Го. 2391 
2 | 3 4 5 10 


Коли обе конца нопичоснаго стержвя оппрты, то для полученя критяческой 
силы нужпо пъ ф-лу (112) вывето р. подставлять яижеслфдуюния авочен{я. 


1 =| К | 902 | оз | ба | 05 | 06 | ол | 08 | 09 | 10 
— ^ 1 
в= | | | Зи | адм | 5406 | 6,242 бит вы ва] ва эре 98 


НАкоторый прантачаскй ивтоеросъ продотавляоть та форма стеряя, которая 
при ваданпомъ Р,, ныфеть ввиыеньпий объемъ *). Оказыввется, 9т0 вв борма 
представляеть собой тьлп вращея!я, причемъ радёусь сьчев{я ыёолется так, что 
его момепть сопротявлев!я всо время остаотся пропорцепальнныъ ивгабающему 
моменту Ру огь продольной сжнывющей силы (черт. 38). Еслп червеъ Л назе- 
веяъ момепть пяерщя счеви еф плоскоств задфлни, то для кротической вё- 
трузни, въ случаф форыы павыевьшаго объвыв, получавыъ 


У: 
ВИ = в 


Мы до сихъ поръ разаматрипьли попрерывиоо изчьпош!о нопорочааго офченя 
отержвя. Въ случа} рьакахь ваывиеиН (черт. 51), яужно стормепь рвабить ва 
учаотця и отдьльно составить дифферооцельвое ур-Ю дия каждаго участка. Еоля 
квждый участокъ яывоть прьзваточескую форму, то рышев!е вадачя пе продстав- 
ляеть вякацахь загруднеш! '), я мы на оспопьши условЙ на ковцахъ и условй 
ва гравацажь участковъ подучаемъ травсцендонтиое ур-® для опредфлемя №, 
Напрвмфръ, въ олуча® двухъ участков (черт. 51), польвуясь обовавченямя 


Увеы Уз 


1) Чнола заныствованы ввъ работы А. Двнника. 

3) Задачей этой ваякывлоя еще Лагранжъ, сы, Тадтапе. Овутва. У. Зи: Па 
Явого 406 сооипев, но рышене вя удвлось получять ввачительво ловдофо Клауведу, 
Ом, Тоднапцег вай Ревтнон, НУзкогу... Уо1. П, Раз. Г. Двльныйшов развет!е той же 
вадачи и распроотранеме * рышова на лучей дайотия силъ, рвопредфлекныхь во 
длин» стержни. Ом. Е. Наколан. Изв. Петерб. Понвз, Инот. т. УИТ (1907 г), 
отр. 265. Сы, также В]аая, 7, 2 Ма. п. Рьуа. 4, 62, отр. 182, . 

5 Ом, А. Етапко, И, Г, МА, п. Рпуа. (1901). Ом. танже вашу рабозр Же во: . 
прооу о продольвомъ щёзябь, Изв, ев. Пол. Янсх. 1908 г. 
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получавмъ таное ур-е для опредфлешя критической нагрузки. 
= 

на. Бр... 


Жоли авлть 65а и положить Л == Ли то пай- 
денъ 


Если . 
д= 2... фо в 
то 
Рь=283 В. 
Пользуясь урчемъ (0), можно бодъ затрудпонй 9 Чр, в. 


пмиснить алрян[о ослаблешй озчент па яебольшомъ 
протяженв по длипВ сторжпя. Вмны!е ослабленя получеотся тёмъ большамт, 
звмъ оно бложо къ задфлапиому оснонащю сторжия, 


$ 25. Продольный изгибъ оторжией подъ дайстйенъ силъ, раопре- 
дёленныхь по длняз. 


Разсмотримъ сначала непрерывное распредфлеше силъ вдоль оси 
стержня и въ качествВ простВйшаго примфра возьмемъ продольный 
изгибъ призматическаго стержпя подъ дёйствемъ 
собствепиаго вса. Нажн! коненъ стержня предпо- 
лагаевмъ задзланпымъ, верхшй свободвымъ (черт. 52). 

Дифф. ур-1е язоглутой оси напишется такъ 


@ 
ЕщЕ и........@) 


Въ данномъ случа изгибаюний моменть пред- 
= В 


ставится иптеграломъ / 44. (1— У). Чтобы 


освободиться отъ этого интеграла, лафферовиируем 
наше ур-е (а) по 2, тогда получаемъ 


р 
ВЯ 0—9 ....@) 


Введемь теперь выфето х новую „независимую  пероифнную 2, 


положивъ 
2 
И @— 


‚ послзДовательныя производныя отъ у 


чотда, обозначая черевъ у’ у’ 
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по новой неромфнной, получимъ 


Ветавляя это въ ур-е (5), иридсмъ къ такому ур-во 
1 1 
у" + и ани = 0, 


или полагая у =р, 
получаемъ и 1 
ет + (1-2) 2=0 ре (118) 


Будемъ искать интеграль этого ур-1я ') -въ видЪ бозковечиаго ряда 


вы 


р = а,” ад" 6 а, 
Ветавляя этоть радъ въ ур-е (113), убфждаемся, что между показа- 
телями должпа быть такая зависимость 
т = 2, т = м +2, 
Связь между послёдовательными коэффищентаки напншется такъ 


—_ а, 
@. = — т,—1 
Показатель т, онредфляется изъ ур4а 
1 
ан. — э= 0, 
откуда 1 
т = =. 


‚’Соотвётственно этимъ двумь р®шенямь для т, общ интеграль 


ур-я (113) представится въ видЪ двухъ безконечныхь рядовъ, расиоло- 
женныхь по зоврастающимь степенямъ д, и мы будем имфть °). 


Е. Оо 
р= бы "(1 2.415440 ...)+ 
Й . 
з 32 РМ 
+ О. овен...) 


\) Св’ ур4емь подобно вида мы уже вотрчальсь въ [0 чвоти вуроь 
ом, отр. 197. 

*) Чаотвые интегрелы для р, которые мы даемъ нъ видЬ безконечныхь радбвь, 
представляють 00бой, при надлежещемъ выборф поотоянныхь множителей, ф-и-Вед- 


оеля порядкь -+ 2+5. Тьбяици для втихъ фАЙ составлены. А, Н, ДДеввивонь ` 


9 Изв, Донёк, Подыт, Иное, ч.1, отд. ТП, отр.19, 
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Подберемъ теперь произвольныя постояпныя такъ, чтобы были удо- 
влетворены условйя закрёпленя. При выбранномъ расположен!и коорди- 
вать мы имфемъ у нидняго, задвланнаго конца 


49 
#=0, у= ж= 0, 
сл»довательно [см. (с)], 
и =о 
У верхпяго конца имфемъ 
4 
&=1 о =0, 
сявдовательно, 
И 2 
2=0, ди Забуи =0......... (е} 


Займемся послфдпимъ услов!емь (е). При малыхъ зпачешяхь 2 мы 
можемъ въ общемъ. рёшеши (4) ограпичиться лишь первыми члепами 
рядовъ и положить 

й й 


ИО +02, и=— ба -ба 


Вставляя это въ услов!е (©), заключаемъ, что 


С, = 0. 
Следовательно, 
ау Чу -т 3 Е 
2-1 ит 4 
1. 32 32 11 
— ей Ш 
6,2 (. ааа аю ) - 


На нижнемъ конц, т, е. при 


ау 
е=з И Е: 


производная р, какъ мы видфли, должна обращаться въ нуль. 
На основан этого пблучаемнъ ур-1 


2 И -+ 3 (44 
(ЗИ) 1 5439) + 


3 4 92 
“ею. 5) .. . 6. 
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При помощи готовыхъ таблимь для ф-!и, которая представаяеть 
величипу 7, легко находится взимевьш!й коревь получепиаго ур-!я 


Иры 


Для критическаго зпачен!я собствевнаго вс получаем '). 


7,87 Е 
бир 


Для рёшегя разсмотр®вной задачи съ успёхомъ можно примнить 
приближенный премъ рёшеня вопросовъ устойчи- 
вости и найти критическое значов!е собствеппаго 
вфса па основани разсмотрввя эверМи системы 7), 
Мы используемъ этоть премъ для приближенной 
оцнки алян!я собствовваго вЪса па величину кри- 
тической нагрузки Р (черт. 53). 

Очевидно, велдетые дВйств/я собственваго вЗса, 
величина критической вагрузки для случая, пред- 
ставлепнаго на чертеж, будеть меньше того, что 
намъ даеть ф-ла (105) ($ 21), получевиая-для не- 
всомаго стержня. Допустимъ, что подъ дВйста!емъ 
силы Р и собственнаг» в®са стержонь изогнулся 
по кривой лх 
Черт. 58, у = Г605 эт: 


которая удовлотворяегь условямъ на концахъ. 
Потевщальная впергя изгиба булеть равна 


о [а Ш № и нЕ 


Работа внфшвихъ силъ составится въ этомъ слутаЪ изъ работы груза 
Р и изъ работы собственнаго вЪса. Выражет!с для.работы будеть такое 


в. : 
таз Ден Гу (-де= 


3) Рышвне равометриввемой задачи получено А, 6. бгевиьРень, сы. бым- 
Ъы4яе РЬй. $00. Ргоо, 90]. 4 (1881), Въ этой работ ОтеевЬШ вамфчаеть пётый 
класоъ задвчь по продольному изгибу, рышвющихон въ ф-4нхъ Бесселя. Числевяое 
рЬшев}6 этихь задачь лыфетон въ работ 4, Ы. Диявинь, сы; Изв, Бкатерии. Горе, 
Инст. 1914 г. 

$) Ом, нышу работу, Объ уотойчввоотн упругих» опотомть, Изв, Шов. Поз, Иво 
1910 г, отр. М, 


Изь ур4я 


вВаходимъ 


р ВУ м _ 20 (= _ _. Вт . 

ю= Ч в \4 хо” — 64. 
Т. е. дфйстйе собственнаго вфса можно приравнять дЪйствю прило- 

женной къ верхнему концу сосредоточенной силы, равной 0,3 4$. 

Кром® равсмотрЬннаго случая продольнаго нагибь прианагическаго сторжия 
подь дйствмъ соботленнаго ввоз нъ ур-№ю типа (113) приводится дфлый ридъ 
друзихъ задач устойчивости. Оназывается, что всяк! рааъ, 
когда щвстность стержоя мфшяется лдоль осп (ем, черт. 54) 
по закопу 


ЕГ= Е (:} 


п потевсовпость соботвеннаго вов по закону 


ч=а (5), 


мы вожомъ припости дибференщельное ур4е изогвутой оси 
стержия въ типу (113), путемъ виедешя новой перокфнвой 2 
положить 


== - о. 
ЕЛ @+ 1) в -в 732 в" 


Введя обозначев!а 


предстевниь рыпоне этого ур-М в». такомъ лидь 


Е ЕЛ, + 64,49, 


гдь Л, в 7, фи Бесовля порядна р и — р. Общий видь длл этихъ 4-1 такой: 
д Е 
СИЕ: ин... }, 
У Ан ( 2. р-ка) "24. @р--И } 


Изъ условЙ закрьшиев я попучаемь ур4е для опредфлешя критические ава- 
чен!я нагрувни. Если для критичесной вагрувки ввести обозначене 


= [а (#) 


8 
©. П Тапощнко, 
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то общая ф-па дия пефжъ случаовъ Пудотъ танап 


вл 
быв. 
Зявчопы ковффищента м для рааличвыхь и и прозодямъ въ нижосяёдующой 


табльць *): 


3 | аз] 36а | 309 257 


В — | 51| 458 | 395 


| -| 88| - 


Кода стержень искривляется подъ дзйстыемъ сосредоточенвыхь силъ, 
приложенныхь въ вромежуточныхь сёчешяхь (черт. 
х 55), то для опредвлешя критическаго значешя силь 
приходится составлять дяфференщальное ур-е рав- 
вовзя для каждаго участка между двумя послёло- 
вательными сосредоточенпыми силами, Ур-е для 
опредфлешя критической нагрузки найдется изъ 
условй на концахъ и изъ услоый па грапицахь 
утастковъ. Гели имфется лишь два участка оди- 
ваковой длины, по разныхъ поперечвыхь сфчетИй *), 
то величина критической нагрувки опредфляется ф-ой 
ЕУ, 
й 
Значен1я коэффищевта д зависять оть отношенй 


и 


(Р, + ВР) 


®) Часль тоблецы запыотлопаяы па выше цатаровлевой работы А, Н. 
Даявина. 
2) Случай этоть, ныфюций большое прантичеснос зваченуе, разсмот 


въ Яоня, 
окныъ. Сы. собр. Ооч. т, 1, 
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Нё&сколько значенй р. приводимь въ нижеслёдующей таблиц} 


20 || 6 | м2 | 1.08 | 1105 


Замфтимъ эдёсь, что примфняя второй методь рылешя задачъ устой- 
чивости, мы легко получаемь приближенныя ф-лы, точпость которыхъ 


вполн® достаточна для практическихь приложен. 


Такъ, папрамфръ, 


для двухъ участковъ (черт. 55) при зпачещяхъ у близкихь къ единидь 
можно съ достаточной для практики точностью положить *) 


$ 28, Устойчивоеть равномёрно сжатаго стержая въ упругой сред. 


Намъ уже приходилось указывать (5 6), что въ 
нфкоторыхь задачахь строительпой механики слу- 
чается имфть дфло съ изгибомъ стержоей, встр- 
чающихь при искривлешяхь боковыя сопротивле- 
шя, пропорщональныя ирогибамъ. 


Во многихъ случаяхъ сопротивлен!я эти могуть . 


быть. замфнены резкщями непрерывной упругой 
среды, Раземотримъ здёсь устойчивость такихь 
стержней при сжати ихъ силами Р, приложенными 
по ковдамъ *). Предпололимь, что сжатый стержень 
опирается по концамъ на абсолютно жестя опоры 
(черт. 56), тогда самый общ видъ ивогнутой оси 


3) См. ньшу роботу, Объ устойчивостн..., стр. 11. 
2) Сы, нвшу реботу, Ива, Петерб. Шолят, Инст, 1907 г. 


Х 


Хх 


Черт. 58. 
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стержия можеть быть представленъ такъ 


Я ‚ 25 ‚ Зта 
ужа, т Е — 2, 8 - а) вт ие. 


Критическое зналев1е сжимающей сплы пайдемъ на осповани раз- 
смотрёшШя эперци системы. При искривлени стержня къ экерМи слатя 
присоединяется эверМя изгиба 87, и онермя деформащи упругой 
среды 8&У,.—Энермя деформащи появляется за счеть той работы 57, 
которую совершають сжамающя силы Р при сближен!и кондовъ стержвя 
и мы пайдемъ зпачене Р,, изъ условя 


ЗУ, +В, = ВТ. 


На основан уже извфетныхь ф-ль [(61), (65) и (80)] перевисы- 
ваемъ это услове въ такомъ видВ 


но нс» 


т“ Н Рт 
Руа ар ии. 5 


и ие в=1 


Здесь черезъ Х обозначень коэффищевть, характеризующий жест- 
кость упругой среды. Съ увеличенеиъ & увеличивается и значен!е Р.. 
Ивь уря (Ъ) находимъ 


и: (4) 


Теперь оотается изъ вефхъ возмолныхь формъ искривлевя, опред- 
лявиыхь выражен!емъ (а), найти ту, которой соотвфтетвуегь наимевь- 
шее вначен!0 Р, вычисляемое но формул (114). Въ данномъ случаз во- 
просъ этогь рышается весьма просто: выражене (114) получаеть наи- 
меньшее вначене, когда всё коэффищенты а» кромф одного, обраща- 
ются въ нуль. Соотвфтствующая форма искривлешя будеть синусоила 


ттх 
7 


у=а, т 


Здвеь а„--единственный не Обратави!йся въ нуль коэффищенть въ . 
‚ общемъ выражени (а) для изогнутой оси стержня. Ф-ла {114} перепи- 


шется такъ 1) 


). (115) 


Остается теперь только выбрать надлежащцимъ образомъ число т, 
которое указываетъ, на сколько полуволнъ подраздфляется стержень при 
искривлеши. При & = 0, мы, очевидно, будемъ имфть явлене продольнаго' 
изгиба стержня со свободной боковой поверхностью и критическая на- 
грузка получится, есяи пъ формулВ (115} положить == 1. Первая 
искривленная форма представить собой кривую безъ иврогибовъ. 

Къ тому же заключению мы придемъ, когда # отлично отъ нуля, но 
представляеть собой малую величину. Въ отомъ случа упругал среда 
весьма податлива, первая искривленная форма пе будеть имфть точекъ 
перегиба и представить собой одну полуволну синусоиды. 

Постепенно увеличивая жесткость среды, мы пъ заключене придемъ 
къ такимъ значенямъ #, когда ф-ла (115} будеть давать для Р мепь- 
ция значешя при ® = 2, а не при # = 1. Въ такоиъ случа первая 
искривлепная форма будеть уже инёть двВ полуволны, а не одну. То 
значене #, при которомъ совершается переходь оть формы съ одной 
полуволной къ формВ съ двумя полуволпами найдется изъ (115), осли 
мы примемъ во вниман{е, что для этото .предвньнаго состоящя, ф-ла 
(115) дасть одну_и ту же величину Р не зависимо оть того вставимъ 
ли мы въ нее т = 2 или м = 1. Такимъ образомъ получаем® 

м т 
а. 
Е т Е т 2 


1) На ооноввнт ф-лы (116) легко получается значене крятической угловой 
скорости для быстро вращаюжщагося круглаго вала. При выпучивави такого льза 
на каждый ого зломепть будеть дЬйствовать центробжиая ояла 


9’ 
2 о? уе, 
9 у 


. ! 
Зло ак— масса элемента нала и © его угловая скорость, Этн оялы будуть стре- 
митьоя увеличивать всяривлен!в и мы приходныъ такимъ обрааомъ къ ивгибу 
отерня въ средё съ отрицательнымь значешвыъ #, пмевно 


Вотёвляя это въ формулу (ИБ) и полагая Р==О, наЙдемъ дли наимепьшей еко- 
рооти. ®, удовлетворяющей поставленному условию, эввчев!е 


Откуда 


При значени # вВсколько мельшемъ, чЪфыт. то, которое находится 
изъ (с), мы будемъ имть искривлене по одной полуволнВ, Для # н%- 
сколько большемъ получается дв полуволны. 

сли мы будемъ продолжать увеличене жесткости упругой среды, 
то въ дальнфйшемъ придемъ къ формамъ съ тремя, съ четырьмя и т, д, 
полуволками. ЧЪмъ жестче среда, тёмъ па большее число полуволвъ 
стремится подравдВлиться при продольномъ изгибЪ стержень. Въ этомъ 
существенное отлиз!в разематриваемой задачи оть случая стержня со 
свободной боковой поверхностью, выпучивающагося при продольномъ 
изгибЪ по кривой безъ перегибовъ *), 

То предзльное значен!с #, при которомъ совершается переходь оть 
формы съ ® полуволвами къ форм съ (м -- 1) полуволной найдется 
также, какъ мы это выше сдфлали для м = Ти =, изъ урфя 


а пани. и 
Би ^ ВУ т (т +1) ° 
Откуда легко Находим , 
я 


ик ее 08. 


Для значенй & нфсколько мепьшихь того, что даеть полученное 
ур-в, мы будемъ имбть первую искривленную форму съ %® полувол- 
нами. Для нЪфеколько большихъ # получимь и -- 1 полуволну. Такниъ 
образомъ ур-е (116) можеть послужить для опредфлевя .того числа 
полуволнъ, при которомь ф-ла (115) даеть для Р наименьшее значеню, 
Это значене и будеть искомая критическая пагрувка. 

Вводя обозначея 

. 


= Е 


*) Проф. ©. С. Яснвсь!Й, вавимевиыйся ивол$довев!емъ продольнаго изгиба въ 
упругой ередв, воходилъ изъ предположен!я, что первая искривлевиая форма не 
ямфеть перегибов. Это предподожене в%® сйучев ореды большой жесткости де- 
правильно в привело Ф. С, кь вбкоторынь погрышностямтъ, См, „Объ уотойчивоетя 
упругихь. опотемъ отр, 33: . 
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Можемъ представить ф-лу для Р„. въ такомъ виду 


Ут 
(81) 


Козффишенть В называють хоэффизиентомь длины и величину # 
приведенной длиной. Опредфливъ ириведенную длину, мы тфиъ самымь 
сводимъ пашу задачу къ проствйшему случаю продольнаго изгиба 
стержня съ опертыми концами и со свободпой боковой поверхностью 
(ф-ла 108), для котораго имфются подробныя расчетныя таблицы, 

Таблицу значей коэффищента длины В приводимъ ниже 


Р,.. ине (119) 


= о |: = 5 ююз 
Е | 0,927 0,819 ЫВ оли то | 0587 0,488 | 0,487 0,491 | 9,408 | 0,376 1 озы 
200 | 300 | 500 | 100 | 1000 | ав 2000 | 3000 | 4000 | 5000 | 8000 [ож 
ря [ор То [он о ро отт 

] 1 


Въ тёхъ случаяхь, когда стержень вслфдетве большой длины иди 
велёдстве большой жесткости среды подразд®ляется при выпучивани 
на весьма большое число полуволяъ, мы можемъ вамёнить ур-4е (116 
такимъ 


Ч 
и... (8) 


Вставляя это въ ф-лу (115), получаемъ 


- 2 ЕР ти _ 2 Е к 
В АА", .. 


гдф 
4 ___ 
ЕУ т 


Такимъ образомъ критическая сила въ этомъ случа® вдвое больше, 
чфмъ для стержня со свободной боковой поверхностью и опертыми кон- 
цами, имфющаго длину А, равную длин одной полуволны стержня, вы- 
пучивающагося въ упругой средф. Полученными результатами ножно 
воспользоваться для приближенной оцфаки устойчивости спаянныхь трам- 
вайныхь рельсъ, вадфланныхь въ упругое основане. При новышеви 
теипературы въ такихъ рельсахъ возникаютъ весьма значительныя про- 
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дольныя сжимающ усишя и ири недостаточной жесткости вадфлки 
стержня въ основан!е возможно явлен!е продольнаго изгиба, 

Мы все время предполагали непрерыввую упругую сроду, по полу- 
чепныя выше расчетныя ф-лы можио примЪнить для получения прибло- 
женнаго рьшешя и въ томъ случаВ, когда стержень опирается на рядъ 
равпоудаяспныхь упругихъ опоръ одинаковой жесткости. Если жест- 
кость опоръ такова, что ва каждую полуволву ‘) приходится не меньше 
трехъ опоръ, то получаемыя такимъ путемъ приближенныя р®пеня об- 
ладають достаточной для практическихь приложен! точностью. Въ про- 
тивномъ случаф придегся для рфшенЁя задачи воспользоваться пруемами, 
изложенными въ $ 23, 

На основанти разсмотршя эперми деформащи мы можемъ рёшить 
также вопросъ объ устойчивости равномёрио сжатаго стержня въ упру- 
той сред, когда нфгь опоръ и ковцы стержпя совершевво свободны *), 
Здфсь также видъ искривленныхь формъ равновёся будоть зависЪть 
отъ жесткости упругой среды. Мы сохрапимъ наши предыдущя обозна- 
ченйя и ограпичимся здЪсь лишь окончательными ‘результатами, именно 
привёдемъ таблицу значе коэффищента длины В, который должень 
быть `ветавленъ въ прежнюю ф-лу (117) 


5 10 


а 5 ‚| | 36 |565 | т 


о | 


| 
— | эта. 1,04 Го 0,828 =] 9,788 [05 | 0,613 | 0,518 
| | 


НЕЕ 


в= [оны ола | 0,372 | 042 ор [од |ор 6.270 


Сравнеп!е чисель этой таблицы и предыдущей покавываеть, что стер- 
жень со свободными концами является менфе устойчивымъ, чЪмъ слер- 
жень на двухъ жесткихь опорахъ. Равность между соотвфтетвующими 
коэффищентами длины будёть 1мъ меньшей, чЪыъ больше жесткость 
среды, что является ВполНЪ встествепнымъ, такъ какъ съ увеличенень 
жесткости среды увеличивается число полуволит, па которыя стержень 
подравдфляется при выпучизае!и, слфдовательно, убываеть вляще спо- 
с0ба закрфилешя концозъ. Такую ме роль какъ увеличен!е жесткости 
среды играеть увеличен. длины стержня или ‚уменьоен!е его жесткости 
при изгиб. 


2) Дщинв полуролиы ваходитоя цвф урая 116 
2} Ом. Объ устойчивоотя упругих снотемт ... отр. 27, Сы, тающе Удттоег- 
товла, Дела 66 4.-ВаочегувЙ ий; 1906 г. . ` 
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$ 27. Задача Ф. С. Язинокаго, 


Результатами предыдущаго параграфа ипоуда пользуются для при- 
ближенной оцъаки устойчивости сжатыхь поясовъ открытыхъ мостовъ. 
Проф, $. С. Ясинеюй поставил себЪ задечей боле подробное нзелё- 
довате того жо вопроса. Опъ разсматриваоть сжатый поясъ равномърпо 
пагружениой фермы съ параллельнымп поясами (черт. 57). Въ такомъ 
случа можно считать, что усилйя въ раскосахь растуть по паправлепио 
оть середины пролета къ опорамъ ио липейпому закону и положить, что 
верхшй поясъ сжимается пепрерывпо распредёленпыми усилфями, ин- 
тенсавиость которыхъ мЪФияетея по закону, представлеяному на фиг. (6) 
заштрихованной площадью. Черезъ @ обозыачопа вся пагрузка, прихо- 
дящаяся па ферму, А — высота фермы, Предноложимъ, что онорпыя 
стойки АА, и ВВ, устроены такъ, что верхёя пхъ точки А, и В, не 
могуть совершепиь перемфщаться въ нанравлени перпсндикулярномъ къ 
плоскости чортежа, Что же касается промежуточныхъ стоекъ, то [0:03 
сравнительно гибюя и мы для простоты допустямъ, что жесткость ихъ 
при ивгибВ въ направлеши перпендикулярпомъ плоскости чертежа оди- 
накова. Въ такомъ сяуча® верхый поясъ можно разсматривать какъ 
стержепь съ опертыми копцами, сжатый непрерывно распредзлелыми 
усилями, пигепеивность которыхъ представлена на фиг. (5). Въ этонъ 
виДЬ воиросъ объ устойчивости сжатыхъ поясовъ открытыхъ мостовъ 
впервые былъ поставлеть и разрфшенъ Ф, С. Ясинокимъ 1). Замфнивъ 
дфйстые отдфльныхь стоекъ дЪйстьемъ непрерывной упругой среды *), 
жесткость которой характеривуется коэффищентомъ &, Ясизеюй прим%- 
пилъ первый методъ изслёдован:я устойчивости, онъ допусталь возмож- 
нымъ искривлен!е верхпяго пояса въ плоскости перпендикулярной плос- 


*) Сы. Полное собр. соч. т. 1. 

з} Козффищонть жесткооти Х, характоризующ!# упругую ореду, мы вейдемь. 
раздфаноъ на данну паведи с велачиву той очлы П, которую нужно приложать 
къ верхявму концу стойки, чтобы получить прогибъ отоНки из» плоскости чер- 
тежа на | едяницу. Если стойку раеематриветь какъ балку съ няжлямъ задвавя- 
ныыъ и ворвимъ спободнымъ воцомь подвергающуюся дЬНств:ю ожимеющей 
сялы в нагибеющой нагрузки Р, приложенной ва конц, то между прогибомъ и 
силой инфемъ зввисимость; 


2 1 
= ‘та’ 
Сльдовательно, 
1—ВЕЛ 1-4 


м а ' 


ГДЬ а? иввфстное число, которымъ опредфляется влЁян!в продольной силы ив про. 
гибъ отойки (сы. $ 12), 
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кости чертежа (фвг. а} и для этой искривлеппой формы составилъ диф- 
форенщальтов ур-е равповВся. 

Такимъ путемъ ояъ пришель къ дифференщальпому ур-о четвер- 

таго порядка съ перемзнпыми коэффищептами и рёшиль это ур-е, въ 

. предположони стержия постояннаго 

А, я сфчешя, при помощи безконенпыхь 

РАНЕ рядовъ. Мы воспользуемся для рё- 


фига шеия того же вопроса вторииъ 


ИИ И Е иотодомъ, обратимся къ разсмо- 
трьвю энершиа системы и пока- 


жемъ ва этой задачВ какъ, поль- 
зуялсь этимъ методомъ, можно полу- 
чать праближенныя рёшеня и уве- 
личивать точность этихъ рёшен!й путемъ увеличешя числа произвольвыхь 
параметровъ, которыми опредфляется искривлсиная форма равновфея 
сжатаго стержня. 

Представимь, какъ это мы всегда двлали въ случа онертыхь кон- 
цовъ, искривленную форму оси стержпя трагопометричоскимь рядомъ 


и ии 
Чорт, 67. 


21: ‚ Зтх 
—- а. т 7 а, т т -н... .@ 
Эпергия доформащи изогиутаго стержня и упругой среды зыразатся, 
какъ и въ предыдущей задачф, суммой 


‚ ТЗ 
ут 


65 


и ума. 


Что касается работы сжимающихь пиль, то для ноя получимъ адьсь 
` болёе сложпое выражеше, кото- 
`рое можпо составить на основа ^ 
нш слёдующихь соображений. 
Пусть АВ представляеть искрив- 
лепную ‘ось стержпя (черт, 58) 
и заштрихованныя площеди— 
ы интенсивность распредфлевныхь 
сжимающихь усил И, инфющихь 
въ каждой точкВ направление къ 
` серединв стержпя. Аналитически интенсивность усилй можеть быть 


представлена ф-ой 
1 2%), 
1=® ( 7 


Черт, 58. 
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Наибольшая сжимающая сила Р получается по серединЪ сторжня, 14% 
она равна площади одного изъ заштрихованпыхь треугольниковт, т. е, 

1 

Р=%' 

4 
Для подсчета работы слимающихъ усилй ири изгибВ стержпя, вы- 
дБлимъ элементь оси стержня двумя безкопечпо близкими сфчен1яии па 
и ии,. При изгибЪ элементь этоть наклонится къ оси х на уголь 


разный у’, благодаря чему вся правая часть стержия перем йстигся вь 
направлени къ неподвижной опорф па величину !) 


а 
* 45 


и совокупность приложенныхъ къ празой части усил произведеть работу 


она [аа ги 


Выяснивъ такимъ образоиъ работу, соотафтствующую повороту од- 
ного элемента оси стержня, легко получаемъ нужное намъ полное вы- 
ражеше для работы въ вид интеграла 


+ 
Я ’т- ве 


Ветавляя сюда вифето у его общее выражен!е (а) и принимая во 
внимаЕ!е значен!я интегозловъ: 
2 


‚Доеое тт ар =2 


в 


апт 2+ р 
ое ^ 4% = бт 


$ 
: =0, при ж-нм четномъ 


п  ттх 
4 608—008 ат Рот . 
/ 1 { т) при ® -- ® нечетномъ; 
: 
"бт ттЕ, 2 (т + 27) пут 
Ге 605 —— 608 —т 4% Я зу ( у", 


1) Ооь сторжан предиолагаемъ абсолютоо нераотажимой. Вяшы{® растяшенИ, 
вавъ мы видфле ав простьй тей зьдачь продольнаго изгиба, нграоть инятожоуж роль. 
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получаемъ вужное памъ выражеше для работы сжимающихь силь въ 
такомь вид% 
“` 


вс 


[№ 2/7? З пт (т + 2) 
о [У* ( ия} —“ У. тот |9 


= фычеи) летное 


Приравнивзя ату работу иаёденной выше (ф-ла 5) анерми дефор- 
маши, полузимъ для сжимающей силы по серединф пролета стержня 


выражене 
о др "© 
Вт. Уже Ма 
1 8 мы 8 . 
р= 9 ит =: . (119) 
4 = Оч . 
У ("> 1 у. а тт +) 
"12 4 "пы (т? — п) 
= физ) четноо 
Теперь ‘остается подобрать коэффищенты 4, а. . такъ, чтобы 


ф-ла (119) давала для Р паименыхее значене. Составляя производныя 
оть (119) по каждому изв’ козффащентовь и приравнивая ихъ нулю, 
получимъ систему ур-Й вида 

а а 
[> к "85 тт 2} а.-+168 Уд, ат тт) о, .‚ (@) 


"ий и 
вов нотнов 


гдё для сокращеня письма мы ввели обозначен я 


ВХ р. Е 
Ея =Т; “: ро =... () 


Легко видЁть, что система ур-й (4) разбивается на двф группы. Одна 
изъ нихъ заключаеть козффищенты съ нечетпыми значками, в другая 
съ четными. Напишемъ по нисколько первыхъ ур4Й для каждой изъ 
этахь группъ. Для первой группы будемъ имфть ` 


Г 2 \ 16 65 175 
2 : 1 + ... 
[ г (5 = 2.354 з + 18 та @ + ) = 


15 2 255 609 
98а [я 1 (93 2) ва ( 8-5 + - :)=0 


65 255 р | р: 
188% + 584+ ея (= 2) к (Бек. ого 


175 609 1295 2 
75. 580, +5 да, + ЯВ —_ 84 иен — (= зе) +--=0 
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Для второй группы получаемъ 


2 160 15 
[= 1—8 (75= 3“ 58 ра в, 
Ва, + Е р об... = 0 (9) 
15 124 р 
8 =. ава, сети 5 (*; :] +0 


Искривлеппая форма равновВоя становится возножной, эслп одпа 
изъ написанныхь группъ ур-йЙ можеть дать для коэффищентовъ а, рф- 
шен!я отличныя отъ пуля, т. е. есяи опредёлитель одпой изъ этихь си- 
стемъ ур]й обращается въ нуль. Равепство вулю опредёлителя одной 
изъ этихъ системъ и дасть намъ ур-6 для рааысканя величины &, ко- 
торой опренфляется критическое значене сжимающей силы Р. 

Для техническихь расчетовъ удобно имбть готовую таблицу коэффи- 
Щентовъ длины 8, вычислевныхъ для различпыхъ зпачен1й зеличины 

Гы 
16 № ° 

При составлен!и этой таблицы начнемъ съ малыхь значен1й вели- 
чивы а, когда искривленная форма имфеть одну полуволну и, сяёдова- 
тельно, симметрична относительно середины пролета. 

Критическая сила опредёляется въ такомъ’” случа снотомой ур-й (8. 
Если, паприиёръ, положить а = 0, т, в. взять стержень, который при 
выпучиван!и не встрёчаеть сопротивлешя упругой среды, то для полу- 
ченя перваго приближен! я, можно положить всё коэффищенты ВЪ- ВЫ- 
ражен!и (а), кромё перваго, равными пулю, тогда первое изъ урчй (6 


даетъ’ намъ 
к т 
= 2,15; 8 у = 0,682, 


Олфдовательно, 


а = 


Для получен!я второго приближен!я возьмемъ первыя два ур-я си- 
стемы (1) и положимъ равпыми нулю всф козффищенты кромфа, иа.. Рз- 
венство нулю опредёлителя этихъ ур- приводить насъ къ такому ур-ю 


[= (= 3) [бе з[" з = — ы] (3-5 


откуда 


8 == 2,06; 


Разность между первымъ в вторымъ приближев!ями вого лить 29/ 
Для вычислен!я третьяго приблнжен!я нужно было бы взять три ур-я 
системы (0) и т. д, Вычислеве дальнё@ёшахь приближен! й ие предста- 
вляеть въ дапномъ случа практическаго интереса, тажъ какъ уже вто- 
рое приближеве обезпечивасть три вбрныхь знака. Производя тая же 
вычислевня для а = 5, а = 10, а = 15, получимъ для коэффилента 
длины В звачеяя, приводиныя въ нижеслёдующой таблиц}. Начнпая 
съ «= 18, приходится при опредёлони Р,, обращаться къ систем 
ур-й (2), такь какь имъ будеть соотвфтетвовать ваименьшее знёченю 
сжимающей силы, Соотзфтствующая форма равновВая будеть иыЪть двв 
полуволны. Пра дальнЪйшемъ увеличени жесткости среды мы будемь 
получать формы съ тремя, съ четырьмя и т. д, полуволпами и для опре- 
дтлевшя соотвётствующихь критическихь нагрузокъ нужно будеть обра- 
щаться или къ систем$ (Г) для нечетнаго числа полуволиъ или къ си- 
ствмз (в), если чисяо полуволнъ четное, Рядъ впаченй коэффищевтя, 
длины 8 приводимъ въ нижеслфдующей таблица '). 


100, | 162,8, | 200, | 300, | 500, 


а = 


©, 


0,69; о си ов] ов пя от 0,259 


5, 


10, | 16, | 228, | 565, 100% 


0,246 | 0225 | ож | 04 


Пользуясь тВыъ же методомъ, мы можемъ рёшить вопросъ объ устой- 
чивости сжатаго пояса и въ томъ случа, когда опорныя стойки моста 
обладаютъ такой же жесткостью, какь промежуточныя и задача сводится 
къ ивслждованно устойчивости стержня со свободпыми концами въ упру- 
гой средв. 

Если принять такой же ваконъ для распредвленя сжимающихь силъ, 
какъ в въ предыдущемь сяучаВ, то получимъ для коэффащевта длипы 8 
вначеня, праводиныя въ нижеслфдующей таблиц$. 


] 
| 


= < ре пав] ооо 


= |1 3 5 по | в | эк | мо | юю 
Н 


ю | в ||| № 


6,542] ОдЗИ 0,140 т ор орз од 


5) Звачень при а укаыоветь порядонь звитаго приближеня, Приблямешя 
выше второго вычиелены для меня студентонь И. И, П.С. В, Вержбяцкииь, зв 
ЧЕо приношу ему здфоь глубокую Опагодарность, 
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При вычислони этой таблицы мы огравичились вездф вторымъ при- 
ближошемъ. Замётимъ, что приводимое здфсь приближениое рфшеше 
вопроса объ устойчипости сжатаго пояса будеть тбыъ ближе къ дфй- 
стветельности, чфмъ гибче стойки, чёыъ больше стоекъ приходится на 
одну полуволну искривлонной формы выпучивтагося пояса. При боль- 
шихь зпаченяхь а и при рлкомъ расположешв стоскь на получевпыя 
выше рфшеня приходится смотрть лить какъ на первое грубое при- 
ближепю. Для болфе подробваго рёшенйя вопроса нужно при составле- 
ши эверЧи системы разсмотрфть изгибъ каждой стойки и работу каждой 
силы, передоющейся отъ раскосовъ сжатому поясу. Общий ходъ рёшешя” 
задали остается прежнимъ. При рёщени той же задачи можпо, конечно, 
воспользоваться также приемами, примфнениыми вами при изелфдовани 
устойчивости многопролетиыхьъ стержией на упругихъ опорахъ (8 23). 

Этимъ мы закопчимъ изелфдоване вопросовъ устойчивости сжатыхъ 
стержней. Вщяне на устойчивость стержией касательныхь напряжен!й 
и ивслфдоваше устойчивости клепаппыхъ, составныхъ стержией съ доста- 
точной полнотой разсмотр8но въ пашемъ курсз сопротинлешя матерта- 
ло8ъ и вдВеь мы на этихъ вопробсахъ останавливаться нв будем", а пе- 
рейдемъ къ изелбдовапно устойчивости плоской формы изгиба балокъ. 


$ 28. 0бъ устойчивости плоской формы изгиба полосы, 


Если полосу, имфющую узкое прямоугольное поперечное сЁчене, 
изгибать въ плоскости ея наибольшой жесткости, то можпо, постепевно 
увеличивая изгибающ]я силы, доетигнуть предфла, за которымъ плоская 
форма изгиба. перестаоть быть устойчивой и полоса выпучивается въ 
паправлен!и легчайшаго изгиба. Оъ этимъ явлешемь приходится счи- 
таться въ пфломь ряд техяическихъ задачъ и мы его здфеь изучимь 
при различныхь способахъ нагрузки изгибаемой полосы '). Въ качествВ 
прост йшаго примвра раземотримь чистый 130% волосы парами силъ, 
приложеппыми по копцамъ (черт. 59). Предположимтъ, что кониы по- 
лосы закрфалевы такимъ образомъ, что концевыя сЗченя свободио мо- 
гуть поворачиваться относительно осей, совпадающихь съ главными 
осяии инерщи сфченй, Врацщеше же сВчев!й относительно оси #5 пе- 
возможно. Въ такомъ случа путемъ увеличев!я моментовь М можно 
достигнуть выпучивавя полосы, представленнаго на фиг. (6). Легко ви- 
дфть, что это выпучиваюе должно сопровождаться также пфкоторымъ 


*) Перзыя задачи этого рода быши рышены почти одновременно н возавионио 
'другь отъ друга [. РишцРомь К1ррегаовепилеен, Милоь ТАветвай, (1899 г.} ц 
А, 8. М. МороШемъ, РЬЙ, Мав. 901. 48 (1899 г.), 
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скручивав!емъ полосы. Для опродфленя кризическаю значеня изгибаю- 
щаго момента воспользуемся здВсь первымь методомъ изслВдован{я устой- 
чивости. Допустимъ, что подъ дфйстйемъ // получилось весьма малое 
выпучиван!е, продставлен- 
ное на чертеж. Составимъ 
дифференщальныя ур-1я 
равнов$с1я для этой искри- 
вленпой формы в изъ усло- 
й па концахъ вайдемь 
то значее М, при кото- 
ромъ предположенная нами 
искривленная форма рав- 
вовзеЁя можеть имфть м$- 
сто. 3Зд%ь мы будемь 
имЪть дфло съ искривле- 
вемъ полосы въ двухъ 
главпыхь плоскостяхъ, со- 
провождающимся  круче- 
вемъ и намъ для дальн®й- 
Шаго выгодно воспользо- 
ваться результатами, по- 
лученными равьше при 
изолфдовани  деформащй 
кривого бруса (8 19). 
Нужно только въ найден- 
ныхь тамъ ф-ахь вездЁ 
положить начальную кри- 
визну х равной нулю. Возьмемъ неподвижную систему коорхинать 
(2. Ус, #0) и обозначимъ черезъ м и ® перемфщетя точекъ оси полосы 
въ направлени 2 и у. Кром тото въ каждомъ поперечиомъ сёчени 
выпучившейся полосы можемъ построить систему осей (м, у, 2) такъ, 
что ось # направлена’ по касательной къ изогнутой оси полосы, оби хиу 
совпадаютъ съ новыми направлен ями главныхь осей перембетившагося 
поперечнаго свченя, 

Направленю осей выбрапо такъ, что при вращеши оть & къ у 32- 
винтиван{е происходить въ направлени оси #. Уголъ между плоскостями 
хе и 402, мы, какъ и прежде, будемъ обозначать черезъ В, Въ такомъ 
случаВ ири условм весьма малыхь перемёщег!й мы на основан и фиг. с 
и фиг. @ легко составимъ нижеслёдующую таблицу значенй косинусовь 
угловъ, составляемыхь осями (2, у, 2) и`осями (4, ф, 20). 


Черт, 59. 


Оставляя для кривизны, крученя и жесткостей при изгиб® и кру-^ 
чени 1% же обозначешя, что и въ случав кривого стержня, можомъ ня 
основании ф-лъ (97) и (98) [см. 8 19] написать 


М =В»; М=Ви; Н=0т...... (97) 
85 4? и а 
й Че: мечи; 1 Е 4... 8 


Здьсь М,, М, и Н-—-момепты силъ, приложенныхь къ правой части 
полосы относительно осей (2, у, 2). Моменть считаемъ положительнымъ, 
если соотв®тствующее ему вращен!в сопровождается завинчиванемъ въ 
направлении положительной оси, 

Вь разсматряваемомь случав чистаго изгиба моменть силъ, ирило- 
женныхь къ правой части полосы, равенъ М и представится при на- 
шемъ правил знаковъ вскторомъ В, М (см. фиг. с). Проектируя этоть 
векторъ на оси (5, у, 2} при помощи вышеприведениой табляцы коси- 
нусовъ, получаемъ 

[1:2 


М, =— М; М, =ВМ; Н 2: М. 


Всетавляя это въ ф-лы (97'), мы на основати (98') приходимъ къ 
такой системё дифференшальныхь ур-й раввовзс1я 


[6 
ма В, дл 
аи 
ВМ = Вт |... - 
9% _ В 
ее и=с . 


Дифференцируя третье ур-е по 2 и исключая потомъ, при помощи 
второго ур-я, величину 5, приходимъ къ такому дифференщальному 
ур-по 


м: 
— св; В 


оо Тмещовию, 9 
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откуда м 
8 = (т — 


8 -Н 0, 608 и. 
У бВ, и Св. 


Такъ какъ по условямъ закрфолешя уголь В равенъ нулю по кон- 
цаиь полосы, то, чтобы удовлетворить условно па лфвомъ кони, нужно 
положить 
ло. в, =0 


Услове па правомъ ков приводатъ насъ къ такому трансцендент. 
ному ур-ю 


Первый корепь этого ур-]я и дасть вамъ искомое критическое зна- 


чеве для изгибающаго момента 
== 58, ......... (190) 


Этону зпачешю момента будоть соотвфтствовать форма равнов#ая, 
ввятая на чертежф и состоящая изъ одной полуволны. Дальн®йиие корни 
трапецендентнаго ур-йя “соотвфт- 
ствують формамь равновфя 
съ двумя, тремя и т. д. полу- 
волпами, Вс эти фориы, какъ 
и въ сяуча$ продольнаго изгиба, 
неустойчивы и не имфють прак- 
тячоскаго значеня. Замфтимъ, 
зто ф-ла (120) можеть быть 
примфняома къ расчетамь лишь 
въ томъ случаЪ, осли вычислен- 
ныя по М„, напряжешя пе 
превосходятъ предфла упругоста 

‚ матер!ала. 
| Въ качествв второго при- 
и\ра равсиотримъ #52и6з полосы 
силой, приложенной на конь 
(черт. 60). Постепенно увели- 
„ливая силу Р, можно достигнуть 
продфла, за которымъ начи- 
нается искривлеп!е полосы въ 
. направлеши легчайшаго изгиба 
(фаг. ъ). Для опредфленя "Ре. воспользуемся тёмъ же премомъ, что и 
въ предыдущенъь случаф. Вовьмемъ искравленную форху раввовЪая 
(фиг. са фиг. 4) и составимъ соотвЪтствуюния даффереящальныя ур-ия, 


Черт, 60. , 
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Въ какой либо точкф Г) оси стержня моменты №М., М,, М, ивги- 
бающей силы Р отпоситольпо осей параллельпыхь (5, И» 20) пред- 
ставятся такъ 

М. = Р (1—2); М, =0; М, =- Ру ци). 
Здьсь черезъ Г обозначено перемфщеше и для ‘копца полосы, 

При помощи таблицы косинусовъ легко переходимъь къ момсвтамъ 
отпосительно оссй (х, у, 2) и отбрасывая малыя величины выстихъ по- 
рядковъ, получаемъ: 

М, =РП—2); М, Ра 


НР Рим. 


Вставляя э10 въ ф-лы (97'), мы при помощи (98) приходимъ къ 
такой системВ ур-Ёй- 


р. 
Р-)=- 1,9 
в 
р: ОИ @®) 


РЦ в РГ ис 


Дифференцируя третье изъ этихъ ур-Й по ги исключая при помощи 
В пи 
второго ур-Ёя величину ‘дз, получаемъ 


или вводя новую перомённую 
= —2 


и полагая для ‘сокращейя письма 
р: 


та? 
807“: 
получаем ав 
фи + аи? В = 0. 
Рашая это ур4е при помощи безконезпыхъ рядовъ, найдемъ 


а Сы з а № 
в 6, (1 34“ 34188 ЗАВ о. .)= 


Е 
ы ‚(«- 45:7" 3685”  ЗББбЛВ т.о.) -® 
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Условя па концахъ полосы будуть сябдующия: 

У лёваго задбланяато конца уголь В долженъ обращаться в» нуль, 
слфдовательно, при 2 = 0 в ш = { имфемъ В = 0. 

На другом козцф нолосы скручиваюнй моменть Я’ обращается въ 
нуль, такъ какъ точка приложешя силы Р предиолатается совпадающей 
съ концомъ оси полосы, Въ такомъ случае 


при #2 = я ш=0, в= 


Для выполневя этого послфдняго условя вужпо въ общемъ янте- 
гралЪ (5) положить С, = 0 и мы получиыъ для В выражев!е 


а? е а 
: в. 12 . 
в=6. (. зд зал в” Зав“ —.. .) 
Чтобы было удовлетворено услов!е у задфлапнаго конца, должно 
выфть мфето равенство 
а? а а 


, 
1—4“ ав" — тат 


° 
1+... =0. 


Для суммы ряда, стоящаго въ лёвой части ур-фя, амЪются готовыя 
таблицы '), при помощи кото- 
рыхъ легко находятся нужный 
намъ наименьций корень урл 


а? = 4,013 ` 


в соотв тствующее критическое 
значеще силы Р 


в ВВ) 


Подобпымъ же образомъ мы 
ножемъ р8шить вопросъ ‚объ 
устойчивости полосы съ опер- 
тыми концами, изгибаемой силою 
2Р, приложенной по середияй 
(черт. 61). 

если закрфолев!я препятствують лишь вращонно копцовъ относительзо 
оси 2, то изогнутая ось для первой искривленной формы выпучившейся 
их 


1) Таблицы эти’ пычислевы ]ь РгалЯ?вмъ, он нифются въ книгь Е. Зойлль о. 
Т, Ви отр. 106. Тань же (отр. 91 и 02) двогоа лирьмеше ридорт, тходлщихт въ 


итеграль (6) череъ фи Бесселя, 7, (ул л ‚ (). 
+ — 


`Чера, 61. 


р 
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полосы имфеть видь, представленный на фиг. (5). Опорныя реакщи, 
равпыя Р, будуть приложены въ точкахъь А; в В,. 

Вь какой либо точкб Л оси стержня моменты М,, М,, и М, опор- 
вой реакщи Р относительно осей параллельныхь (2, У» 25) предста- 


ВТС та М, Р(—2); М, =0; М, = - Ри. 


При помощи таблицы косипусовъ находимъ слёдующя зпаченя мо- 
мептовъ отпосительно осей (2, 9, 2) 


МЕРИ) М.Р 


НЕ РО 
На основани (97) и (98') приходимъ къ такой системб ур-Й 
фо 


В, ай = Р(—э 
и 
В, дд =Р(—2)8 уни + @) 
48 _ 4и 
[93 а = —Р1—2) во Ри 
Изъь ур- второго и т, получаемъ, какъ и прежде, 
2 


— №8 
та & В; {{—#) в= 0. 
Рёшеше этого ур-я приводить насъ къ такому значешю критической 


нагрузки 98 УС 
‚ор. = 1883766... .. (122) 


Покажемъ на этомъ примфрё, какъ можно получить величипу кри- 
тической нагрузки на освовави разсмотрёшя эверми системы, 

При зыпучиваи полосы изъ плоскости вя наибольшей жесткости 
кь энерци ивгиба въ этой плоскости присоединяется эпермя изгиба въ 
плоскости ей перпевдикулярной У, и энермя кручешя У,. Въ то же 
время, благодаря выпучизаяйю полосы изгибзющй грузъ 2Р п%еколько 
опускается и совершаетъ работу 2". Критическое значете изгибающей 
силы—это наяменьшее изъ тЬхъ ея значенй, при которыхъ удовлетво- 


рено услове ТЕТ. ....... ... , (@) 


Для эперги деформащи мы воспольвуемся иввёстными ф-ами 
. 


в, Ду те 


У 
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Опускаше груза 2Р при выпучивави полосы найдемъ изъ таких 
соображенй. Выдфлинъ у точки Д (чорт, 61, фаг. 5) безконечно малый ° 
элемопть длипою 42. Если средину полосы будемъ удерживать непод- 
вижцо, а коннамъ дадимъ возможность перембщаться, то при искривле- 
и выдёленнаго элемента въ плоскости #2 правый копецъ оси полосы 


опишеть дугу фи 
РР 1—2) 4. 


Такъ какъ плоскость 2 составляеть съ плоскостью 24, уголъ В, то 
указанному перенфщенлю конца будоть соотвфтствовать повышеяе его 
надъ точкой приложещя силы на величапу 


ре (1—2) 42. 


Суннируя эти элементарныя повышов}я, вайдемъ ДЛЯ опуская точки 
приложешя груза 2Р, такое выражене 


Г взад 
Урле (8) можно будетъ переписать такъ 
т 7 1 
и Фия 98\* 
2 | РЕЯ (— аи =в, [(;) шо | (2) &2.,(@ 
$ $ $ 


? : 
Или, исключая отсюда ‘дз при помощи второго изъ ур- (4), полу- 


чаенъ 1 1 
в Раис |). (...®) 


‚ Такъ какъ концы полосы не поворачиваются относительно оси 2., 
то самое общее выражен для В напищется такъ 


т З®2 
В = @, 608 бр - а: 608 р +... 0... с... (0) 


Еслй ограничиться первымъ членомъ этого ряда и вотавить его въ 
ур-1е (5), то въ качествВ перваго приближен я получимъ 


12уВ.0 
(20 
Сравнев!е этого результата съ .ф- зо" {122) доказываетъ, что погрыш- 


ность перваго-приближеня составляеть около 1/’/» Если бы мы ввяди 
два члена въ рядф (1), то получили бы второе приблажене, имзющее 


ОР), = 
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чстыро вфриыхъ знака '). Слёдоватольло, примфнеше второго метода 
изслВдован!я устойчивости имфоть пь разсматриваомомъ случа значи- 
тельныя преикущества. Сравнитольно сложное р%шеше ур-я при помощи 
бозкопечпыхь рядовъ замфняется вычислешемъ н®сколькихь квадратуръ. 
Задача объ устойчивости полосы рфшена для цфлаго ряда случаевъ и 
выражешя длЯ критяческой пагрузки имзютъ незд® одинъ и тотъ же видъ: 
р _ ВИБ:0. 
нь ОИ = 
Для каждаго частпаго случая приходится лншь вычислить соотвфт- 
ствующее значеше коэффищелта +. Нфкоторые числонпыо результаты 
мы приводимъ ниже, 
1) Для полосы съ одвимъ задвланпымъ и другимъ свободнымъ кон- 
цомъ, пагружелпой равномфрной нагрузкой иптенсивяости 4 имфемъ 
12,85 УВ, 0 
[я т деки + (123) 
2) Для той же полосы при изгибв ея силой Р приложенной ва 
концВ выше центра тяжести поперечнаго сфченя на @ имфомъ такую 
приближенную ф-лу *) 


4013 ИВ, С В, 
р = г (1 ‘И*)...... 02 


3) При иагибф полосы съ опертыми концами (черт. 61) равном рно 
распредфленной нагрузкой нолучииъ 


(29. 


4) При ивгибЪ полосы съ опертыми концами (черт, 61) силой 2Р, 
приложенной не посередимз пролета, велилина коэффищента № въ ф-ль 
УВ, С 
ОР) == В’ С 
ОР = ар; 
будеть вавиеёть отъ положешя точки приложеня силы. Обозначая че- 


резъ а отношеше разстояшя точки приложеня силы отъ ближайшаго 
конца къ пролету балки, получамъ для такой рядъ значений: °) 


1) Сы, Объ устойчивости упругихь овотемъ, стр. 100. Въ этой работ имфются 
приближеняья р®шев!я для пфлаго ряда авдачь относящихоя къ устойчивости 
полосы. 

3) Подробное иаслфдован! зляпш повышезя м повижен{я точки приложевя 
овлы вв велччиву Р,, сдёлано А. Коробовымъ, см: Устойчивость плоской формы 
изгибе полосы, Ияв. Вев, ол. Инот. 1911 г. 

>) Ом, цитпроязнвую выше работу А. Коробова. 
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0,20 вы | 0,10 бов | 0 
} 


ан! Ию ри ая вод в] © 
В | | 


Мы видимъ, что пром щелве силы въ ить еде трети про- 
лета полосы мало вляеть па величину критической нагрузки. 

17рв переходВ отъ критической нагрузки къ критическимъ напряже- 
вИямъ, придехся наибольшее зпачен! изгибающего момента, соотвфтетвую- 
щаго критической нагрузк®, дфлить па момепть сопротивлешя полосы, 
т. в, на воличину Е гдз #-—выеота поперечнаго сЪчешя полосы, 

Полагая 


вы об | озв | 


пе [мы Гия 


Сено 4 
с 
и вводя обозпаченте 
| В, 
В... 099 
1 


представимъ величину хрижическаю  папряжомя въ случаВ чнетаго 
изгиба (ф-ла 120) такъ х 
Ф ) 2. = 0,62. п. ФА, 


Для случая изгиба полосы силой, приложенной па копцВ (ф-ла 121); 
получамъ ре 49! 
Для изгиба полосы съ однимъ задфлапнымъ коицомъ равпомрпой 
нагрузкой (ф-ла 123) будемъ иыбть у 
‚. = 3,98% 8. 
Для полосы съ опертыми концами, вагружепной по середин® (черт, 61) 
найдемъ, сохраняя прежнее обозначеше (126), 
рые = 118194 Е. 
Для той же полосы равномврно пагруженной (ф-ла 125) имфемъ 
ре. = 610%. 


$ 29. 0бъ устойчивости плоской форны изгиба двутавровой балки ‘). 


Ф-лы, полученныя нами въ предыдущемъ цараграф® для полосы зы- 
сокаго прямоугольнаго поперечпаго, сЗчетя, можно примВнять и къ дву- 
тавровымъ балкамъ, если отношене высоты балки къ вя пролету малая 
величина и полки балки имфють сравнительно малую ширину. Въ про: 
тивномъ же случа, т. 0, при короткихъ балкахъ съ’ широкими полками 
найденныя нами вышо формулы будуть давать для величинъ хритиче- 


) Ом. яашу работу, Мав. Пехерб. Позат. Имов 1905 г, 1908 г, хомы ТУ п У, 


.} 
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силе мирузокь преуменьшенныя значен!я, и двутавровыя балки въ дЪй- 
ствитольпости будуть зпачительно устойчивВе. Эта разница между устой- 
чивостью полосы и двугавровой“ балки обусловлена жесткостью полокъ 
посльдней, въ значительной мёрф вмяющихь на явлене кручешя. Для 
большей ясности мы установим связь между лесткостью полокъ и кру- 
чешемъ балки па простёйшемъ примёрф и потомъ уже воспользуемся 
найденной зависимостью для рушен!я вопросовь устойчивости. 

сли двутавровую балку скручивать парами силъ, приложенными по 
концамъ (чорт 62, фаг. а), то кручене ря будеть постоящымЪ по длин} 
и связь между скручивающимь момептомъ Е и крученемъ ножво пред- 


ставить прежней ф-ой ') а8 . 
= бт.. уе не + @) 


При этомъ полки балки при малыхъ закручивашяхь почти но пэгп- 
баются въ плоскости ихь 
наибольшей жесткости (фиг. 
Ь). Иной ревультать мы по- 
лучимь, если будемъ скру- 
чивать двутавровую балку 
съ однимъ вадфланнымь кон- 
цомъ [фиг. с, фиг, 4]. Въ 
этомъ случаф  скручиван!е 
балки сопровождается ивги- 
бомь полокъ въ плоскости 
ихь наибольшей жест- х, 
кости, Углы закручи- 
вашя будуть меньше, 
чёмь при свободныхъ 


и 


концахъ и кручоне мес 
будетъь мняться вдоль 
оси балки. СОкручи- 
вающиЙ -иоменть будеть уравновьтиваться отчасти напражеяяни кру- 
зеня [ф-ла (8)], отчасти момонтомь перерфзывающихь силъ, возни- 
кающихъ при изгиб полокъ. Какъ разъ съ такимъ явлешемъ изиъ и 
придется имфть дВло при выпучиван!и двутавровыхъ балокъ, ивгибавмыхъ 
въ плоскости ихъ наибольшей жесткости. . ° 

Обозначинъ чорезь Г величипу наибольшей жесткости” при’ изгибЪ 
одной полки [величина эта съ достаточной для практики точностью 


Черт. в. 


1) Жесткость 0 при нручешя двутавровой башии можеть быть вычислена при- 
блюженвымь опособомр, сы. Теорйя удругости, ч. Г $49 - 
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. 1 
можеть быть привята равной > В,|, тогда при изгиб полки (черт. 63) 
х, въ пей возникаеть перерЪзывающая сила, 


и 
М =Ва 


р [Результать этотъ получается изъ 
за ф-лы (3) [см. $ {], если въ пей пере- 
| ифнить { на 2 и упа —%]. Принимая 


во внимане, что при малыхъ углахь 
закрузивая можду прогибами полки 
и угломъ закручивашя 8 имфется зависимость 


Черт. 63. 


и=—5, 


найдемъ, что поперечпыя силы №, дфйствуюня въ нолкахъ, дають 
моментъ относительно оси #,, равный 

_ Фи ФВ. 

2 

Присоединяя этоть моменть къ моменту, соотвфтствующему собственно 
кручению двутавровой балки, придемъ къ такой зависимости между скру- 
чивзющимъ иоментомъ и углонъ закручиваня В *) 

‚98 __ Пе 48 
бб ж о .. 

Второй члепь этой ф-лы оцфпиваеть вляе изгиба полокъ онь 
будеть инфть тЁыъ мельшее значеше, чфиъ меньше Ри тфмъ мевьше 
высота балки й по сравненю съ пролетомъ 1, 

Переходя теперь къ изслёдованю устойчивости двутавровыхь балокъ, 
мы можемъ воспользоваться дифференцальными ур-Шями, полученными 
для полосы, “нужно будеть только вездф произвести изыфнон!е въ выра- 
жен для Н, именно выфето Вависимости (&} поставить вевдф выра- 
жене (127), 

Вз случаъ чистию изиба вужныя намъ дифферевщальныя ур-я 
для испривлевной форыы равновь ся налишутся такъ [см, $ 28 (а)}, 


М 


..... (7) 


Фи 

ВМ = В ди 
и. _ 48 О№ 48 
2 Ибр-я и 


2) Нронззодепные веми опыты дади для угла закручиван!т анвченя весьма 
блазыя (поябодьшая. погрышноеть .4/,) къ тТЬмъ, которых попучаютея изъ на#- 
денной $-ды, 
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Исключая изъ этихь ур-й т и вподя обозначеня 
етом 1 | 
ре ПИ о" . 6) 
приходимъ къ ур-ю 
я 1 1 
"а" 86 


общий интегралъ котораго напитется такъ 


—м 
, 


8 = С. таз -- Оьсозая + 0, "+ бе 
гдз =: 


-У- ку в+ь 
“= 2% РОЗ 


Принимая во внимане условя на ковцахь 
при г = 0, 118 =0; 2) В" =0 
при ё = 1 3)8=0; 4) В" =0, 
заключаемъ на основани 1} и 2) 
0, = 0; 0; = — 0. 
Условия 8) и 4) приводять насъ къ такимъ ур-ямъ 
Су зтар + 0, #4 =0 
— 6, пзтар + ОГИ = 0. 
Откуда заключаемъ 


0 =0, 3 41 == 0. 
Слждовательно, 


Откуда, принимая во вниман!е обовначешя (5). 


м. = ВВ ......, (188) 


Сравнивал этоть ревультать съ ф-ой (120) для случая чистаго изгиба 
полосы, ваключаемъ, что балка будеть тёмъ устойчиво п полосы, чёмъ 
большее значепе ыфеть отношение . у 
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Ф-лу (128) можно переписать въ такомъ видЪ 


м. т 


Причемт рядъ зпачошй коэффищепта р, вычисленныхь для разлия- 
а 
пЫХЪ й дается нижеслТдующей таблицей 


' 
' 


(1 


| || 
: 
ыы пола 3591 == 320 
т 


ы 10 | э0| | “ &0 2 |0 


= | 


| 
| 


| 
| 
| 


в= к 


ыы 4,43 
| т 
нь СГ || 540 5 } ве] | то 13 8 м з] 965 1015 1065 | 1110] 1646 
| [Уста 


Изь этой таблицы мы видимт, какъ сь умепьшенемъ жесткости 
полокь Л), коэффишоыть р приближается къ х и балка по своимъ 
свойствамъ приближается къ полосЪ прямоугольнаго сфченя. Изъ ф-лы 
(128') легко получаемь значоне критическихь напряженй 


_ вИВ: С 2Е 
Ри. = р 5, 


Привимая во впимаше паши обозначешя 
в ри # В," 


бою 


зв ® 
получаемъ . 


ее ььа (188) 


тогда 


=- и... 80 


Въ вышеприведеппой таблиц даны зпачешя критическохь папря- 
жен, вычисленныя въ предположени . 


Е == 3.10%. Кувой, Ф = 1.10* 


Такамъ образомъ, расчеть балки ‘па устойчивость сводится въ разсма- 
траваемомъ случа къ вычислению по ф-лё (129) значеня Я и подысва- 
но по таблиц соотефтствующаго р», Табличное значен! критическаго 
напряженя нужно помножить на величину Ф. 10*, гдф Ф опредёляетея 
ф-ой {130). 
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Въ случаВ иззиба двупавровой балки сиаой, приложенной на нониль 
{черт. 60), нужныя намъ дифференшальныя ур4я наниигутся такъ 
[8 28, ура (6). 


2 
Р-ев, о 
аи „08 ОР ег ‘° у 
РО 2) 2 = Рю =С а 5 ай 
Исключая отеюда =. ‚ получаемъ 
1 22 (1—2 
ан 
8—8 в,рм В=0. 


Это дифференшальное ур-4е четвертаго порядка проиятегрировано 
нами при помощи безкопечныхь рядовъ и изъ условшй на копцахь пай- 
дено для критической нагрузки выражеше 


Причемъ оказалось, что значеня коэффищента |, какъ и въ преды- 
дущемъ случав, зависять лишь отъ отношешя Р : а’, опредфляемаго ф-ой 
(129). Пвеколько значенй в приводимъ въ нижеслдующей таблиц: 


| 


| 
и ы 10, я я 8, вия лая] т взя вл 19 Ш] 5,61 


10 


ь 
= И 


Е 
= | м 185 


== | 


Е 


пвавва 1785 Куски. 


85| 860 рт! 


пора 1300) 


Для зпаченй Р: @> 40, кооффищенть. : можно паходить по такой 
приближенной ф-л8 4,03 


= (-й’ 


.Также точно, какъ и въ предыдущемъ случа, мы легко можемь полу- 
чить ф-лу для критическихь напряженй, они оказываются пропорцо- 
нальными Ф [см. ф-ла 130] и значеня ихь для Ф == 1.10—* мы даемъ 
въ вышеприведенной табляцф.- 

При изибю балки силой, приложенной по серединъ пролета 
(черт. 61), мы па основан!и ур-й (4) предыдущаго параграфа получавиъ 
нужныя намъ дифференщальныя ур-я 


- 
ВЕ Раф ЭВ 
. (&) 


98 ре 4 
с = Ра Ри 
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откуда легко можеть быть получено дифференщальное ур-е четвертаго 
порядка для В, которое нами проиптегрировано при помощи безконеч- 
ныхъ рядовъ. Мы здфсь покажем, какъ та же задача рыпается путемъ 
раземотр®ия энерми системы. Отлие оть того, что мы имёли въ со, 
отвётетвующей задач для полосы [$ 28, урые (1)], заключается лишь 
въ нфеколько болёе сложномъь выражеши для иотенщальной звери 
ивгиба. При составлен и этого выражешя придется принять во внимане, 
что прогибы полокъ балки, вслВдотв!е кручешя, пс раввы прогибамь оса 
балки, а отличаются оть этих послфднихъ на величины == №. Въ такомъ 


случа энсрмя изгиба представится такимъ выражен!емъ 


Е В 
Анд Фи БВ 
=,—20 ] (=) ео т) 4+ 


й В 
ый =) [у ры в 
+2 [1 сы} = В, Е , Е де. 
8 $ 


Вторымъ членомь въ этомъ выражеши учитывается влфян!е жесткости 


полокъ при кручени. 
Ур-4е для опредфлешя (2Р)„,, соотвтетвующее ур-Ш (#) для полосы, 
вапишется такъ : 


зе зато вы, | (=) 
уе 


или принимал во внимазце первое ‘изъ Ур-й равновзая (9) и пользуясь 
‚обоэначещемъ '} (129), получаемъ . 


Прелтьее Дети уч 


5 


Полагая ^ Зпё 

В=а, ев д + 4,608 буи... . (6 
и выбирая 2, @, . о. такъ, чтобы Р имвло вначене шширит, можем 
найтй величину (2Р)„, съ любой степенью точности. Ограничиваясь 
лить однимъ первымъ членоиъ рада (!), мы получаемъ рЬтен!е, точность 
котораго около '/;2/. Второе приближене, какь ножно заключить изъ 
сравнешя ого съ результвтами рёленя бевконечными рядами, даеть 
погрётность лишь въ четрертомъ знакф. 


2) Здьсь $ обовньчайть подозяну пропоть байти, сы, черт, 61. 
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На основан!и этихъ вычасленй получаемъ 


(2Р)„. = ву В.С 
=. — 9 
: . РС 
Значеня коэффащента » завасять лишь отъ отношешя .». Радь 
этихь значешй приводамъ въ нижеслёдующей таблиц$: 
| | 
СЫ м 40 шв ; °] 12 |= 46 | 29] ю 60 [9 |0 
СОННИ | 
р и тя | = 72 
‘1 . 
т 


Фар. = Ы вю 910 | 1090 я в 1620 ино зо 2190 


в= | Е 25,6 в 203 ыы |0 = | и 


| 
: 
Е 
| 


| [о 
т 
"= 405 | 505 ы 790 | 520 [о я о 1840 | 2420 зоо вхо [т 
(ела. 
ро „= ры = 1520 | 1670 ов зи [о | зи 2580 3160 | 3740 | о 
т 


Оть критической нагрузки переходимъ къ критическимъ напряжен/ямъ- 


ФР. ЕВ 2 


В. = 4 -В№Е Е. ©, 
ГДЪ 
. В, № й 
в, 1... 032) 


Критическя напряжен!я, вычисленныя для Ф' = 1.10—*, приведены 
въ третьей строчкв таблицы. 

Всф эти результаты получены въ томъ предположени, что точка 
приложен!я силы совпадаегь съ центромъ тяжести сроднаго поперечнаго 
сВчев1я балки. 

Велкое повышен! точки приложен!я силы, очевидно, сопровождаетсл 
уменьшенемъ устойчивости балки. Понижен!ю точки приложен1я соотвфт- 
ствуеть увеличете устойчивости, Мы даемъ въ четвертой. и пятой строч- 
кахъ вышеприведенной таблацы значеня 2, и 2", вычисленныя для 
ТЬхь случаевъ, когда точка приложеня силы совпадаеть съ верхней или 
нижней гранью балки. При вычисленяхъ, какъ и раньше, принято 


Е = 2.10' /еи?, Ф' = 1407*. 


Веф вычисленя произведены здзсь въ предположении первой искри- 
вленной формы равнов8ся, пе нищей точекь перегаба. Иногда бы- 
вають. устройства, пра которыхъ не только концы балки, но и вя срел- 
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пее сфчеше не могуть поворачиваться относительно оси д, (черт. 61) :). 
Въ таком случаЪ, первая искризлевная форма будеть имфть одну точку 
перегиба по середин® пролета 


(черт. 64). Звачене критической 
р в „„ ИЗГрувки представится прежней 
: ] : ф-ой 


а ев). = О 


Черт. 64. 


Величины коэффищепта № 
и критическихь напряженй, вычисленныхь пра ° 


в, № 
тр, (50 


приводимь въ нижеслдующей таблице: 


‚= 1.10", 


| о | Ы | + ы 24 | 32 | 50 | 100 


10° Еуеше ^р,, == | 3680 
10 - 


Если концы балки задёланы такъ, что они ве могуть вращаться ва 
вокругъ оси 2о, ни вокругъ оса 


° 
Ё У» то первая искривленная 
| форма изогнутой оси балка въ 
2 плоскости А будеть вмфть 
ПИ видъ, представленный на чер- 


‘Терт. 65. теж (65). Для велпчипы (2Р)р` 
й Ри сохраняются ташя же выражевя, какъ и въ предыдущихь слу- 
чалхъ. Звачешя козффищента к и р„. приведены въ нижеслёдующей 
таблиц: 


я р 
вым | [| О [вв] я 
в= [ва вы я +4] оз ма д ый ыы = 242 
7 1 
аа аш ру, ва ао ро 2680128401000 мои 4340 зоо 


© =110“ 


1) Подобных усдомя мы иифемь, изириибуъ, въ тоиъ опучей, когда дв про- 
дольныя мостовыя балкп соединены мемду собой поперечными овязамн по сера 
днеф пролет, 
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Тели балка съ опертыми 
дфленной нагрузкой (лерт. 66), 
то ф-лы для критической иа- 
грузки и критическаго напря- и 


вонцами изгибается 


равномфрно распре- 


жешя сохраняютъ прежтий видь 


УВ, 0 
(0. = у 
Е 
Фе = Ву 


Значегня и р, при Ф= 
1.107 приводимь въ нижеслф- 
дующей таблиц®. Въ той же та- 
блиц$ въчетвертой и пятой строч- 


41 Еф’. к | 


| ' 


; 967 


кахъ даны значення р’. и р". = - 2. 
въ". для тьхъ случаевь, когда | у 2 
загрузка приложена по верхней „днд $ 
или нижней грани балки. Черт. 66. 
, $ 
1 вовыыь 20 | м || ю 
] | 
| И: 
р ыы 26 |5 зав] О 315 305 | 0 [2] 2] зав вр 
Е 
663 | 752 | 905 Гы пы 1580 а ват] |9 3580 
| 
т 
454 |588 | 684 [9 923 [о неыры 


к зоо 1380 | 1430 [шо 1810 
1 


Зпаченя №, Ро, Рю, Р"»» ДЛЯ второй 


1960 | 2856 | 2840 зы 3670} 3840 


ормы равновфая = 5}, 


получающейся при дополнительномь закрзилеши по середип пролета, 


приводимъ въ. нижеслВдующей таблнц®. 


Н=| 04 


ЕВЕ 


100 


673 


в=| 


221 ы 184 126 И: 101 | вр 764 В] 69,6 


2660 |7 2770 р 2900 | 130 ] 3560 | 4860 


| 


| 5400: | 640 8690 


105% уе? 


о 


| 2320 | 2480 Г: 2560 2800 | 3220 | 4520 | 5080 | 6100 | 8350 


Эр в 


. П. Твмошенко, 


3080 | 3150 3280 {ео | 3940 | 5240 590 | 6810 | 9060. 


13 
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Пользуясь всеми приведенными таблицами, мы безъ всякихь затруд- 
нешй можемъ проврить двутавровую балку па устойчивость для раз- 
сита случаевь пагрувки. Проврку пачипаемъ съ вычислешя ве- 
личипы 2:0? (ф-ла 129) '). Нужное для этого зпачене С можеть быть 
вычяслепо по ириближеппой ф-лё $. УспалРа (стр. 159, ч, Т) пли пра 
помощи аналоми Ргап@М‘я (стр. 160, ч. Т). Найденному значению ь 
подыскиваемъ въ таблиц соотафтствующее критическое напряжене. Это 
табличное значен1е нужно помножить на Ф. 10* 2) или Ф’. 107*, чтобы 
получить искомое критическое напряжене. 

Получаемая такимъ путемъ величина критаческаго напряжен!я будеть 
соотаВтетвовать дФйствительности, если только она пе превосходить пре- 
двла упругости матормала. 


$ 30. 0бъ устойчивости равном®рно ежатаго круголого кольца иди ето 
чаоти, 


Если круговое кольцо подвергнуть дЪйствйо равномфрно распредъ- 
лепныхь вифшнихъ давленй интенсявности 4, то ось кольца будеть 
испытывать равном?рпое сжаце, сохраняя первопачальную круговую 
форму. Постепенно увеличивая иптенсивность давленй, мы можемъ до- 
стигнуть предёла, за которымъ круговая ‚форма переставть быть устой- 
зивой, и кольцо пачипаетъ сплющиваться, какъ иоказано на чертеж (67). 
При изслЪдоваши устойчивости прамфнамь первый методъ, Предполо- 
жимъ, что подъ дВйствемь вифшвихь давлешй сплющиваше произотло, 
составимъ дифференщальное ур-е равновфейя для искривленпой формы и 
изъ рышеня этого ур-4я пайдемъ, каковы должны быть давлентя д, чтобы 
искривленпая форма была возможной. Оси симметрии °) сплющенной 
формы принимаемъ за координатныя оси (2, 9} и производимъ разрёзъ 
кольпа по горивонтальной. оси симметрии (фиг. 6), тогда дЪйстве ниж 
ней половивы кольца на верхлюю можеть быть въ каждомъ изъ произ- 
зеденныхь сфчен замфнено силой 5 и парой силь Мо. Что касается 
усиля 8, то его мы легко находимь ивъ условй статикв. Обовначая 


з) Вт вто 4-16 вь случаф чнотвго изгиба и изгиба онлой, приложенной нь 
хонцф, 1 обозвачаеть весь пролоть. Дла пругихь ревомотрёнвыхь случаевъ 1-—по- 
ловипа пролета, 

) Вь случаь нагиба парой илн силой, приломенной па ковцф, @ опредфляетоя 
изо лы (180) оъ осташьвыхь опучаиь вужпо попьзототься воличиой ©, опро- 
дьляемой яеъ ф-лы (132). й 

*) Вырашая иоправлов!е оон кольца при помощи тритонометричёенихь рядов, 
можно показать, что првиятая вами здфоь форма съ двуша ослык оиыметр!и язляется 
первой возможной покривиенной формой, 
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черезъ № ращельпыя поремфщетя для точекъ Ди В, будемь, 0чв- 
видно, имвть: 
Я =9(— и). 
Составииъ теперь основное диффоренщиальное ур-че (88') для изогну- 
той оси кольца. Изгибающий моменть 1 въ какой либо точкВ С со- 
ставится изъ момента силы 5 и пары Мо, прилолевпыхь въ А, и изъ 


Ч-иау 9-м) 


рав 


Черт, 67. 


момента давленш, равномёрно распредфлеипыхь по дугё АС. Такимъ 
обравомъ мы получаемъ 


— 10: е — 
м М, 840-140 Мо + з| С (—) АВ! 


Изъ чертежа имфомъ 


00-е: 40" + 40-240. 4, 
откуда 


10: —240. ЯР = 00: — 20° \ (и фр. 


Пренеброгая малыми выстаго порядка, мы можемъ тейерь выраже- 
ив для изгибающёго момента переписать такъ 


Им, +9 (мч). 
Тогда дифференщальное ур-+е для изогнутой оси представился такъ 
а? са - 
ни = ру Мо 6 — 8] и... 


Вводя для краткости 
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обозпачене 


4 а 
1+ у = 


получимъ для & таков выражене 


Такъ какь мы услови. 


лись @ отсчитывать оть оси симметрии, то для 


опредёленя произвольныхь поетоянныхь Су в С, буденъ нифть 


@ 


4 0 при 0 =. 


и 0 пр 


СлЪЬдовательно, 
С, 


и 6—0; и 


=О и (5120) :=0....,... (4) 


Е 


Второе изъ атихъ ур дасть памъ 


гдВ и-- ЦВлое число. 
Полагал я == 1, вайд 


Откуда ‘) 


Мы взяли нанменышй 


ат 
5 = ит, 


2 


вмъ на осповани нринятаго обозначения (5) 


, 
9 =3, 


ЗЕЛ” 
в. иене - 39) 


корень ур-я (4), которому соотвфтетвуеть д = 2. 


При этомъ величина и, какъ видно изъ общаго рёшеня (©), два раза 


проходить черезъ значеше 


тажимир и два раза черевъ ими и обиуй 


видъ искривления представляеть чертежь 67, фиг. а. Слёфдующинъ кор- 
нянъ урчя (4) будуть соотвётотвовать большия значешя д и больцее 
зисло тах. и пм. въ выражени для и. . 


‚ Замфтииъ, что тв же 
воваться рёшешами въ 
ф-лы (95) и (96)]. 


результаты возможно получить, если восполь- 
форнв тригонометрическихь рядовъ [$ 15,` 


1) Ф-ла ать рнервые была полученв М. 16зу, 9. а. Маф. ратев её арр} 


{Тлопу Це) 8. 56г. У. Х (1884 


г.) стр. 6. Строгое рфшен!8 того же вопросв ом. М. 


Нарве, С. В. У, 98 (1884 гл стр. 422. Изолфдовыие рызличныхъ форм равновё я 


› ранномфрно’ сжатаго кольца, 
стр. 465. 


‚ вм. А. @. бтовпы!И, Маыбвош. Апп. Ва. 52 (1899 г.}, 
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ели взять первый чяспь этнхъ рядонь (в = 2), то видииъ, что опъ 
будеть неопредёлепио возрастать, асли сжикающая кольцо сила прабли- 
жается къ предёлу ^ 


Точно также второй членъ ряда (96) будеть пеопредфленпо возра- 
стать, если сжамающая сала нодходать къ предфлу 


ит. д. Легко видеть, что значешя сжимающей силы, пайденпын такимъ 
образомъ, при 2 чотномъ соотв®т- 
ствують нритическимь значетямъ 
давлешя 4, которыя опредёляются 
корнями ур-я (4). 

Подобнымъ жо образомъ р8шается 

задача объ устойчивости части рав- 
номфрно сжатаго кольца. Возьмемъ, 
напримфръ, случай двухтарнарной 
круговой арки, подвергающейсл дВй- 
ствю . равномёрнаго  нормальнаго Черт. 68. 
давлешя интенсивности 4 (черт. 68). 
Такъ какъ въ этомъ случа точки Аи В при выпучиваши сжатой арки 
не сызщаются, то Дёвле!6 5 въ этихъ точкахъ не мёняетъ своей вели- 
чины, и мы получииъ диффоренщальное ур-16 для искризяенной формы, 
представленной па чертежЁ, если въ ур-Ёи (а) положимъ 


% =0я М =0, 


тогда 
ие. (8!) 


Полагая 


найдвнь О зта, 6 -- (, 603а,0. 


Изъ того условя, что перемёщеше м ва лЬвой опорз обращается 
въ пуль, находимъ 
у С =0. 


Что касается перем щен й и, направлепныхь нормально къ радзусу *, 
то изъ условШ нерастяжимости оси слдуеть [$ 18, ф-ла (с)}. 


= = бета ь- баш. 
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Для опродфлешя критическаго значешя давлошй 9, воспольвуемся 
условями на правомф копи арки; такъ какъ здёсь порембщешя и им 
должны равпяться пулю, то получаемъ 


а = 2 ит, 
ГД я — ифлое число, 

Наименьшее значене для 4 получаемь при # = 1. Соотвфтствующая 
искривленная форма представлепа на чертеж и критическое давлене 
опредляется ф-ой 1) ЕЛ Ат 

" 0= (2-1)... ... (33) 
т АТ 


При т == этоть результать совпадаеть съ ф-ой (132), чего и нужно 
было ожидать; такь какъ цульпое кольцо посяВ выпучиват!я составляется 
изъ двухъ полуколець М М№Р и РОМ (черт. 67, фаг. а), находящихся 
въ такихъ же услошяхъ, какъ двухтарнирная круговая арка съ цеп- 
тральнымъ угломъ тет. . > 

При небольшихъ зпачешяхь угла 1 мы можемъ въ ф- ки (133) пре- 


4 т! 
небречь единицей по сравненю съ больнимъ числомъ == , итогда полу- 
чимъ для яритического значешя силы $, сжимающей арку, такую ф-лу 


4 Е) п 
= („= би . 


Е; . (134) 


Сравнивая этоть результать съ той ф-ой, которую мы имфли дая 
прямого стержпя той же длины, что и арка, съ опертыми копцами, из- 
ходимЪ, что 6» для арки въ четыре раза больше, лвмъ Р„‚, для стержия. 
Объясняется это тВиъ, что для первой искривленной формы арки, велфд- 
ство принятой нерастяжимости оси, прогибъ & по середин® пролета, дол- 
женъ обращаться въ пуль. При бевпредфльномъ уменьшеши 1”) первая 
искривленная форма для арки совпадетъ со второй формой для стержпя. 
8 31. 0бъ уотойчивоети пдоокой формы изгиба подовы въ круговой 

овью “). 

Еопи полоеу прямоугольнаго поперечного овчошя съ пачальвыиъ пскривле- 
шеяъ по дуг кругё радусв’^ изгибать въ плоскости ея наибольшей жеоткооти, 


-то при нёкоторыхь предёльпыхь звочовяхь изгибающихь пегруаокь мы вотрЁ- 
тиноя оЪ ташыь же лвлошомь воубтойчивости плоской формы поглбы, мк и 


3) Сы: выну работу, Объ устойчивости упругихь овотвыъ, отр. 86, Экопери- 
ментальвая провёрнв съ достаточной точностью подтверждаеть полученную 4-лу. 
Сы. Рег Евонои Ва, 4 {1918 г.}, отр. 861. . 

®) Когдь р весьма мало, вельзи уже пренебрегать изыфнев{ямя дливы ос арки. 
Принять эт удливевя въ расчегь можно такъ, какъ это было указано вз 6 14, 

3) Сы. вышу работу, Кь вопросу объ уотойчивооти упругяхь опстемъ, Иав. 
иевок, Пол, Ивот. 1910 г. | - 
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чъ случа полосы съ прямой осью. Разсмотримъ эдЪсь прост Йиый приифръ, когда 
цзгибъ проненодитея двумя равными и прямо протипоположными иараый енд Л 
(порт. 60). Предпойожимь, я10 закруилеше концопЪ ие допускаот. праценшы кои- 
цезыхь поперечвыхз, счен!Н! отиосятельно концепыхь касатозьныхь въ осп по- 
лосы. Врацен!е копцолыхь сёчей!! относитольно глазиыхь осей инерщи можеть 
происходить совершенно ово- 
бодно. При составлеши диф- 
ференщальныхт ур разно- 
зЪея дли выпучитлоноя изъ 
влоскоети кривизны полосы 
зоспольвуемся системой осей 
(ти Ух 20) и (2 у, 2), оторыя 
мы ввели, когда раломатри- 
вали общЁН случай изгиба 


кругового польца ($ 19). Пе- а 
ремфщешн любой точки 

въ поправлени осей (У. 50) В 
обовпачимъ, кат и прежде, - 

зерваъ м, 5 'и в, уголь пово- уй а 


рота плоскости #8 относи- 
тельно хз обозначаенъ ч9- 
ревъ В(фиг. ©). Моменть воёлъ 
сялъ, приложенныхь кь 2#- лв 
рой половис$ полосы, пред- Черт, 60. 
огазитоя вонторомъ М (фиг. Ъ), 

пыбющимь вопрорлег:е оси у. Пробкщи этого вокторе яа осп- (и, 
ныя въ точкф 1, нвжодятся ибъ геометричоскихь соображенй 
тацими ф-ами 


у, #), постровн- 
и’ продотавятоя 


и=вм, м,=м; н=и%. 


Польвуясь теперь ф-ами (27) п (98) {$ 19] п принимая но виимёше вначен!е 


начальной ирививны 1 
* т 
, * 


приходимъ къ такимъ дофференщальныиь урЧямъ 


8 а 
о) 
и а? 
и) . 
№ _ „/аВ 19 
(а 
Исключая % изъ порваго п третьяго ур-, приходим къ такому ур-по для В 
В ВС @ . 
(+-муа= Е: еее. 6 
и; 


ри + равномъ бевконечнооти ур- вто совпадеть съ тЬыъ, которов мы имёли 
дня чиотаго изгиба полосы съ прямой осью [$ 28] %.. 
У 

1) При взятомъ расположени координатвыхь осей наименышая жесткость 
ивтиба. обозначена у васъ чоревъ В, & и черезъ В, накъ то было въ $ 28. 
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Ввоци дин краткости обовнечоше 


м) (м - 


а", . . В БОКС 
2,0 ь ы 
попучавить 
В= С зтаз + ева ®. 
Така, вишь В обрашиечен иъ нуль при $ =0 п при 5% то, слфлонатеяьно, 
‚ню О, ее. ь., @ 


Посябдноо ур“ даоть намъ возможность опродфлить №, „ 
Бапмоньпий корень этого урчя будоть 


ЧЕТ 


маш обозпачон!е (с), получаомь для М,, урча 


Откуда, принимая во в 


В 
мб и+ 22 (:-=) о. 
т р т 
Сльдопвтельно, 
В,+С ВЕС ВО = 
Мытьт я (25 5 (:- >). (:.:: 089 
Полошивъ въ этомь пыраженш = 20 п му, приходпыъ къ ф-ль 


и =ЕУЗА, 


.= 

При малыжь ввачешлхь 1, т. 6, ебля ось полосы обладаеть малынъ пазаль- 
нымъ покривлешемъ, полученный ровультол» (134) давть вознониость зяй одфоки 
шмшвя этого пскривлен/я составить тякую приближенную $-лу 


м, ие. - 188) 


р. 


Зиакъ - соотяЁтеивуеть иаправленю моментовъ, увелачивающену начальную 
привизиу полосы. Звокь — соотвфтетнуеть момевтаыь противоположваго напра- 
влев!я, Слдонательно, вачальное искро- 
плен! осв полосы нфсколько увеличиваеть - 
вя устойчивость въ отпошеши момевтовь 
ваятыхъ ва чертожь (67) фиг, (а) и умевь- 
шаетъ устойчивость при момевтахъ про 
тивоположнаго паправлов!я. 

Постепенно увеличивая 1, мы можем 
достигвуть вначеня тт, чему ооотавт- 
ствуеть полоса, нвогвутая въ попукрус. 
Пра втомъ одво въ анвлевй М,, , опре- 
дЬляемыхь 4-ой (184), обращеется яъ 
нуль, Такой результать ооотафтетвуегь 

Черт. 70. зоаможности вращоп!я полосы безъ де- 
формыц вокругь даметра, язнающагося 
общей глааной осью пнерцЁн для обоихь концевыхъ сЪчен!# полосы. 

Прит> т, оба аваченя М,,, получаемыя паъ (134) положительны и для ра- 
зыскав!я отрицательнаго вначошя М, нужно обратиться къ высшвыъ форизмь 
раапонвейя, ооотвьтотвующимть дальнёйщиьь корпямь урчи (4). у 
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Если полоса, имфющая начальной нскрлянойю по дугв круга, палфавна въ 6% 
ченй А и ивгибвотся сплой Р, прилежониой ин спободиомт вони В и плнра- 
плонной во насатодьлой кь оси нилосм (черт. 70). то искриваспная форма вииу- 
чишиойся полосы можеть быть, пакт. и иъ ирвдыдущемъ случай, опрадьлони ири 
помощп перофщьий и, в м, отпеебиныхт, 14 осям (ш, Уи 3] п угда 3, согта. 
влиемаго плоскостью ша сиетемы (д, У, 2) ва. плибкостьм а. 

Табаиди коеппусон? углоиь, ‘оставонемыхь огями (1, У, 2) ст, соотилотную 
ой систоной (=, Ул), пипшиетей тли 


«5 


и 

що 

4 

@ 

Чит | % | Чи 

и #7 | в 1-6 


Зыранешя ддя помеятовъ силы Р отвосптольо овой (2. у, г), постросниыхь 
ту, какой пибо точнй О оси полосы, могугь быть составнены кри помощи приьа- 
донвой таблицы косивусонъ, Опа лапишутея такъ 


М.=-— 208 (1 — 1) (9. — РЗ [1 — с081— 0] 
М. =-—Р» и — сё (1 — 6} 


и= 


— р и ет 0+8 (1-Ф,-9). 


Здьсь перваъ г, обозначень прогиб» и, явправлени % колци Й выпучиншейся 


полосы. 
На оспопаиря (27) п (99) составляомъ лужпыя намь дпффоропн 


равпопыый дли пскриплопной формы 


ытая ура 


в, 
в, (е _ =) = рев РП ов 
8 га „ р рей + . 
с (1+ ; )=- ВИ г Ри бо 


г 
ели панть полосу, пролтциллющую чотперть пруго, то ТЕТ и трем равво- 
ауоя первлншутся танъ 


— Реп (в, — 5) — РВ (1 #0) 


р — т) + Рав ы 


Рыпеве этихь ур ль звмкаутой форыф намъ не певфотпо. Опродьлейю крп- 
твчеснаго значешл енлы Р можеть быть найдопо приближенный способом, 


$ 38. 0бъ устойчивоети длиннаго кругааго вала при кручени. 


ля длинпый кругиый сториовь свручпиеть парами силъ, праломениыми по 
нонцайъ, то постепенно увеличивая значеше скручивающихь момоптовъ, можно 
достигиуть предла, когда прямал форма равпотьоя перестаоть быть устойчивой 
° в при дальяЪЁ шем увеличены момента объ на\иналть покривяяуься. Мы удо- 
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Влетрорнмъ вофыъ услоямъ равнсьбейл, если допустинтъ, что ось исиризляотсл по 
виптовой лини. Обозцичимъ черозъ ^ рад1усъ того цолппдра, ва которомъ распо- 
лагцется искрпзиошанся по пнятоной ливЁи ось етержия п червеъ @ — уголь, о- 
отавляемый оломептами виптовой лин т съ осью цаливдра, тогда гланная кривизна 
для осп огержея посл выпучязиия предетавится токъ 


1 эта 
С 
Для пторой нривпаны, соотпЪтотвуюнщей кручершо стержия, пмфом»ь выражеше 
эта. за 
нае. 


Длина 8 одното обороть виитовой, лпя!и опредфлится услоемъ 


ата сова 
= еее) 


оли копцы окручиовемато отернитя пперты, то мы получим зпачен!е 24, до- 
пустииь, что обь стерлюя ддиной { при выпучивая!п обралуеть ойуит вытонь 
пиптовой Ли И тькъ канъ эта линм будеть весьма блиака к» прямой, то паъ 
(2), ©) и (©) получаомь 


а 
С 


Этини пеличивами опредфляется искривлепная ось стержпя. Обратимся тепорь къ 
пеличинЪ пагибающаго и скручивающаго момептовь. Проевтируя моменть М, 
окручивающёй стержень, на направлол!е бипормели и каовтельной къ пиитопой 
лини, получим тая значемя пзгибающаго и скручивающаго момвнтовъ для 
лоирпиленной оси стерлня 

М, = М’ НЕМ. 


Обозначая чорозъ В мосткость прп пеглбА стержпя, получнемъ для опред- 
лени М, такое услом 


откуда 


или, ва основав третьяго изъ раленствъ (4), 


вк 
п еее те нено, "859 

Если кромф нручевя стермёпь испытываеть още и продольвое снал!8 силой Р, 
то при этомь пеличини критическаго момелта умоевьшаотся и опредьллется тя 
кой ф-ой 3) 


не нье 089) 


Перем!на звака сялы Р, т. в, пороходь оть слаця нъ растяжегию, ноночно, 
будеть сопровождаться ушеиченоль устойчивости окручаваемего вала, 


2) Результать этоть привадлежить А. 6. бтоепвИРю, вучавшему убтойчивооть 
Ялинныхъ пароходныхъ воловъ, нопытывающияь одповременное дЬЁств!в пручевй 
п онимя. Ом, Ргоо, 1леь. Меов. Еиелиеотв 1888 г. 


ГЛАВА ТУ. 


О колебаняхъ стержней, 


При рЪшен!и цёлаго ряда техническихь вопросов прёчности при- 
ходится имфть дфло съ задачами динамики. Наприм\рь, при расчет 
многихь машиниыхь частей, участвующихь въ движенши, приходится 
принимать во внимаве силы инерци, и напряжен!я, вызываемыя этими 
силами, иногда во много разъ больше тЪхь, которыя получаются отъ 
статически дЪйствующихь пагрузокъ. Такого рода условя мы иифехъ 
при расчет быстро вращающихся барабановъ и дисковъ паровых. тур- 
бинъ, при расчет шатуновъь быстроходныхь машинъ и паровозныхь 
спарниковъ, при расчетВ маховыхь колесь и т. д. Рёшеше такихъ за- 
дачь можеть быть выполнено безъ особыхъ затрудпенй, такъ какъ здвеь 
деформащи не играють роли; мы можемъ при НодсчетВ силъ инерщи 
равсматривать тВла, какъ идеально твердыя, и потомъ, присоединивъ 
найденныя такимъ путвмъ силы инерщи къ статическимъ нагрузкамъ, 
привести задачу динамики къ задачв статики. Эти задачи съ достаточ- 
ной полнотой были разсмотрьны нами въ курсВ сопротивленя матера- 
ловъ и мы на пихъ здфсь останавливаться не будемь, з перейдемъ къ 
другой групоз вопросовъ динамики, къ изсяёдованю колебаний упругихь 
системь подъ дзйстыемъ перемфнаыхъ силъ, Мы зпаемъ, что при нко- 
торыхъ услошяхъ амплитуда‘ отихъ колебан!й имфеть тенденцию возра- 
стать и можеть достигнуть такихъ предфловъ, когда соотвфтетвуюция ей 
напряжешя стаповятся опасными съ точки зрфн!я прочности иатераловъ. 
Выясвеню этихъ условйй главнымъ образомъ по отношению къ колеба- 
ямЪ призматическихь стержней и будеть посвящена настоящая глала. 
Какъ частные случаи мы раземотримъ хеформадуи, вывываомыя въ стер- 
жняхЪф внезапно приложеппыми силами и явлеяе удара. 


$ 88. Кодебане системы оъ одной степенью свободы. 


При изслвдования колебанй упругихъ твль мы встрёчаемся обыкно- 
венно съ сложной задачей, съ движенемъ системы, имбющей безконечное 
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множество степеней свободы. Иногда задача можеть быть значительно 
упрощепа и возможно получить вполнф удовлетворительное для практи- 
ческихь приложенй рфшен!е путемъ замфпы сложной упругой системы, 
спетемой съ одпой степепью свободы. Разсмотримт, 
напримфръ, колебатя груза, подвЪтоннаго на иру- 
жпнЪ и могущаго перемфщаться лишь въ верти- 
кальпомъ паправлени (черт. 71). Если вЪеъ груза © 
великъ по сравнепию съ вфсомъ пружипы, то массой 
этой послфдней можпо въ первомъ приближения 
пренебречь, можно также пренебречь деформащями 
груза и разсматривать его, какъ идеально твердое 
тВло. Такимъ путемь мы приходимъ къ систем съ 
одной степенью свободы, положен!е груза вполв 
опредфляется координатой 5. Дальшо мы увидимь, 
что цфлый рядъ задачъ текимь же образомъ можеть 
Черт. 11. быть приводенъ къ разсмотрнию колебав!й системъ 
съ одной степенью свободы. Результаты, получевные 
для такихь системь, возможно будеть использовать при рёшеви болфе 
сложпыхъ задачь, поэтому является цфлосообразнымъ пачать изучеше 
колебашй съ системы съ одной степенью свободы, 
Пусть начало координать совпадаеть съ центромъ тяжести груза @ 
въ положени равновЁ я. Если мы грузу сообщимъ какимъ либо спосо- 
‘бомь колебательное движеше по оси 2, то въ любой . моменть равпо- 
дЪиствующая пебхь силь, приложепвыхь къ грузу, будеть равпл 


95, 
тдВ а коэффишепть, характеризующий жесткость пружины, опъ пред- 
ставляеть собой ту силу, которую нужно приложить къ пружип$, ‘чтобы 
вызвать удлинев!е или укорочензе, равное единиц} . длины. 
Дифференщальное ур-:е движеня груза папишется такъ 
а 0. еее. (8) 


Здесь для краткости введено обозначене 


аб - 
= * .,. (6 
6 (в) 
Общее ршене ур-я (а) будетъ 
&= 0,6088 + Сайм, с... (© 


Мы получаомъ простое, гармоническое колебане, пер!одъ. котораго 


ъвенъ 
р 2" 


* 


(137) 
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гдф черезъ Х обозначено удлипепе пружвиы, вызываемое собстнепныхь 
вфеомъ груза @. Слфдовательно, перюдь колебашя груза (/ такой же, 
хакъ малематическаго маятника, длина котораго равна Х. Что касается 
постоянныхь С; и О., то ихъ величина должиа быть найдепа паъ на- 
чальныхь условйй. 

Пели черезь х, обозначимъ начальное псремфщен с груза отьъ поло- 
женя равновфсйя и черезъ 2', его начальную скорость, то, очевидно, 
мы уховлетворамъ отимъ начальнымт условямъ, переписавъ обшИй инте- 
трать (с) въ такомъ вид® 


р 
в= шем + ты... ..... (488) 


Такимъ образомъ амплитуда колебат груза впоянЪ опредфляется 
начальными условями, тогда какъ перюдъ зависять лишь отъ устрой- 
ства системы. 

ЗВь предыдущемъ выводь мы предполагали, что груз при своихъ 
колебаняхь не встрёчаеть никакихь сопротивленй. Въ дЬйствательности 
сопротивлене среды всегда имфоть мЪето и нотому амплитуда колебашй 
со временемъ постепенно убываеть колебашя затужають. Сдфлаемъ 
предположен!е, что сопротавлеше среды пропорщюнальпо скорости дви- 
жущагося груза. Въ такомъ случа® диффорепщальное ур-3е дважешя 
напишется такъ 

а ани РО ее. - (9) 


Здесь черезъ 2и обозначено сопротивлеше, праходящееся на едийнцу 
массы движущегося груза при скорости, равной едиявц. Мы будемъ 
считать сопротивлен!е среды малымъ и положимъ, что ” 

#—м>0. 
Тогда, вводя обозначене, 
бя, еее (9) 
ванишемъ общий интеграль ур-Ёя (4) въ такомъ вадё 
&=е” (С. 60зв + Озтий --..,... (0 


Первый множизель въ Аолученномь выражен! бевпредфлено убы- 
ваетъ съ временемь и потому колебаня будуть постепепио затухаль. 
Быстрота затухан!я опредфляется величиной и. Перодъ колебашй будеть 
равень 

2 
уе еее ‹ (139) 
п, 

На основан обозначения (е) заключаемъ, что въ случаЪ малыхъ 
сопротивлей приращене пертода, обусяовленное этимъ сопротивлешвмъ, 
представится малой ‘величиной второго порядка и потому при вычисле- 
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ни перода колебышй можно пользоваться прожней ф-ой (137). Чт 
касается амплитуды колебай, завислщей оть величинъ (С; в С, вь 
общенъ иптогралф (1), то опа опредфляется изъ начальныхь условй, 
Если для начальнаго перемфщет и пачальной скорости оставить преж- 
вя обозначена, то интеграль (1) перепишется такимъ образомъ 

тв 
°я 


-] #8 
=" [ 2 [в ЖЕ - = вт ии .. (140) 
й 


Мы пока предполагали, что колебания груза вызвапы въ пачальный 
моментъ и посл» этого система была предоставлена самой себЪ. По- 
этому рЬшоня (138) и (140) представляють собою свободныя или 
собетвенныя колебамия системы, Разсмотримк теперь т колебания, ко- 
торыя совертаеть грузъ при непрерывномъ дёНств!и па пего какой либо 
перюдически мфняющейся силы. Возьмемъ, напримфръ, простЬйций слу- 
чай, когда раскачизающая сила мфилется по закону синуса и пусть 
величина этой силы, отнесенная къ единиц массы груза равпа 


Чт Е еее, (6) 
Тогда перюдъ раскачизающей силы будетъ равонъ 
2п 


т, > 
и дифферепшальное ур-4е движензя, при наличности сопротивлешя среды 
пропорконаяьнаго скорости, напишется такъ 


хи + Зи -- Из = чт... ‹....-@ 


Общий интеграль соотвфтствующаго ур-фя безъ послёдняго члена 
дасть намъ разсмотрфнныя выше зазнутающя колебаня груза. Частное 
рёшеше ур-я (1) представить собой сымужденныя колебашя груза. 
Легко провфрить, что въ разсматризаемомь случа пужпое намъ уастнов 

- решеше представляется такимъ выражешемъ: 
Ее - 249» си + #2) 

о ия и еЕТ 

Это выражеше можеть быть представлено въ болёе простомъ видЬ, 
если ввести тавя обозпачен!я 


3 888 Е. (141) 


4(# — 17) _ (о 2арв и 
чат = Ое08а; рат я боев, 
откуда . 
а с Ч т о (142) 


Ув = ру ая ри. 
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Въ такомъ случаВ для вынужденные колебанй получвемъ 
д = Сэт (Иа)... . - (141) 
Мы видимъ, что перодь вынужденныхе колебан!й такой же, какъ и 
перодъ раскачивающей свлы, амплитуда вынуждонныхь колебанй С’ иро- 
порщопальпа величин силы Моменть нанбольшаго перем щен!я груза оть 
положеня равнов®ея не совпадаеть съ моментомъ паибольшаго значеня 
раскачивающей силы и ввличина расхождещя опредБяяется угломъ я, 
который ‘навывають разностью фаза. Если й > р, т, е. если перодь 
раскачивающей силы больше перода собственныхь колебанй груза, 
1да иыфеть положительныя значешя, омнужденныя колебышя отстають 


оть раскачивающей силы па величину меньшую # и это отставане бу- 


дегь тмыъ большимъ, чёмь ближе р кь #. Пр р=й а== =, выпу- 
жденпыя колебашя отстають оть силы на четверть пер1ода и когда сила, 
постепенно увеличиваясь, достигаеть максамальнаго значешя, грузъ, идя 
въту же сторону, проходить черезъ свое среднее положен. Если # < р, т.е. 
когда перодъ раскачивающей силы меньше перода собственныхь коле- 
бай, да < 0 отставаше колебашй отъ силы больше четверти пер!ода 
и въ предфл% достигаеть половипы перода. Въ этомъ случаЗ сила до- 
стигаеть своого максимальнаго значеня въ ивафствомь направлови, 
когда перемвщен!е груза достигаеть своей наибольшей величины въ на- 
правлеши прямо противоположном. Примфромъ подобнаго колебация 
можеть служить математическй маятпинь. Въ момонть наибольшаго его 
отклонешя сила тяжести даеть наибольшую составляющую въ иапра- 
влеши прямо противоположномъ отклонению. 

Амплитуда зынужденныхь колебан!й, какъ видно изъ ф-лы (342), при 
опредфленпыхь зпаченяхь 4 и # будеть въ большой степени зависть 
отърий, те. оть перодовь вынуждеппыхь и свободныхь колебашй 
овстемы. Припимая во внимаше значешя # ид [см. ф-лы (Ъ) и (=), 
заключаемъ, что у 
з=А,ь 


тдВ.Х, то удлинене пружины, которое мы получили бы при статиче- 
скомъ дЬйстьи наибольшаго значешя раскачивающей силы. Въ такомъ 
случаЪ для амплитуды вынужденныхь колебанйй получаемъ выражен!е 
ы А 

У — в = 78’ 


. (148) 


ТД 


— 196 — 


Гели р весьма мало по сравнепю съ #, т, в. если перодъ измфне- 
ия силы весьма великъ по сравнению съ перюдомъ собствеяныхь коле- 
батий, В будетъ весьма малой величиной, и слвдонательно С ==, т. в, 
перомёщен!я труза при вынуждепныхь колебашяхь будуть тан же, 
как, и при статическомъ дЪйстви раскачивающей силы. Если мы возь- 
мемьъ другой край случай и положимъ, что В безпредфльно возрастаеть, 
то при этомъ амплитуда выпужденныхь колебалй стремится къ пулю. 
Особенпо большя значешя амплитуда вынужденныхь колебаний пр1об- 
ртаеть въ томъ случаз, когда р приближается къ #. Здфсь мы будем 
имфть дфло съ лвлешемъ резонанса п размахи вынуждонныхь колебанй 
булуть тёмъ большими, чЪмъ меньше’ сопротивлене среды, т. е. чЁмъ 
мепьше 1, На чортежв (72) рядъ построенныхъ кризыхъ даеть предста. 
влене объ нзмзнени змилитуды вывужденныхь колебан!й въ зависимо: 
сти 01 Вит. По оси абсцисеъ отложены значеня В по ордияатамь 
значения того миожителя, на который приходится умножать статическое 
растяжен!е пружины \,, чтобы получить амплитуду выпужденныхь ко- 
лебануй. 

Обратимся топерь къ общему интегралу ур-фя (1). Прибавляя къ 
найденному выше частвому рфшевтю обиий интеграль соотятствующаго 
ур-Ёя безъ послёдияго члена, получаемъ 


де" (С, сет + ботт + бт (фР- а). . (18) 


Значеше перваго члена, иредставляющаго собой свободныя колебавя 
системы, постепенно убываеть и намъ практически придется считаться 
лишь со вторымъ членомъ, съ вынужденными колебанями, 

Произвольныя постоянныя С, и С; въ общемъ витегралВ должны 
быть опредблены изъ начальныхь обстоятельствь. Замфтимъ вдБеь, что 
зти величины получаются отличными отъ нуля въ томъ случаЪ, Когда, 


#5 = 0. 


Слъдовательо, въ начальный моменть подъ дЬйствюмъ раскачиваю- 
щей силы возникпуть и собсивенныя и вынужденныя колебатя, во- 
собственныя колобашя имфють существенное зпачене лишь въ начал 
двилетая. Дальше роль ихъ, благодаря затухавйо, постепенво убывает, 
Если перюды собствепвыхь и вынужденныхь колебаи1й близки къ ра- 
венству, то въ первое время, пока свободныя колебаня еще не успёли 
затухнуть, мы будемъ имфть извЪстное лвлеше Беня, жоторое полу- 
чается водю!й разъ, когда складываются два гармопическихь колебавя 
близкихь по величип® перодовъ, Въ тв момеяты, когда близки къ сов- 
падению нанбольшя отклопешя въ извЪствомъ паправлени для обоихь 
складываемых» колебаляй, мы будемъ имфть амплитуду” результирующаго 
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колебатя, примрпо, равной сумм амплитуду складываеныхь колебан!. 
Въ тв же момепты, когла разность фазъ складываемыхь колебанй близка 
въ л, мы вЪ результатЬ сложешя получимъ колебаще, амплитуда кото- 
аго близка къ разности амплитудъь складываомныхь колебан!, Такимь 


ъ 


Е 8 45 р в тя $0 25 2 
Черт, 7. 


Обравомъ съ течешемь времени амплитуда. полузающагося оть сложения 
колебания будеть то воврастать, достигая вначеня, равнаго примрно 
сумы змплитудь складываемыхь колебаний, то убывать до зназеня рав- 


паго ихъ разности» - 
Пока всё наши’ ваключешя относятся къ случаю дЪйств!я силы, м#- 


„няющейся ко закойу синуса [ф-ла (8)], но линейность основного нашего 
6. р. Тловеньо, ` ” а 
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ур-я (в) позволяегь сразу паши заключена обобщить иа случай дёй- 
‘стыя любой силы. Вь самомъ дёлЪ, ваковъ измфневя любой силы на 
протлжент одвого перода мы всегда можемъ представить тригономе- 
трическимъ рядомъ и колебавя, вызываемыя этой силой, получатся пу- 
темъ сложеня колебанй, вызываемыхь каждымъ члеяомъ ряда въ отдёль- 
пости, т. е, колебашй такого же рода, какъ мы уже изучили выше, При 
этомъ, конечно, если среди членовъ ряда, представляющаго раскачизаю- . 
щую силу, будеть такой, перодъ котораго близокь къ пероду собетвен- 
ных колебавй системы, то мы будемъ инфть явлен!е резонанса, Этоть 
зленъ будеть играть преобладающую роль, амолитуда соотв®тетвующаго 
ему колебая можеть достигнуть большой величины. 

Пользуясь линейностью освовпого ур-фя (В), мы можомъ общИЯ авте- 
тралъ ого представить въ весьма простомъ вид. Для простоты разсу- 
жденй обратимся сначала къ собственным колебашямъ систомы пра 
отсутсти сопротивленй. Рашеше (138} показываетт. зто въ зтомъ 
случа мы можемъ движен!е разложить на два колебаня: одно обусло- 
влено начальнымь пероифщенемь х., другое пачальной скоростью 2. 
Чтобы теперь перейти оть свободнышь колебаюй къ колебавямъ. вывы- 
вавуниъ любой раскачивающей силой, мы предстввимъ себЪ дьйстве 
непрерывной силы, какъ рядъ толчковъ. у . 

Опредфлимъ скорость, сообщаемую грузу каждымъ толчкомь, и по- 
томъ посмотримъ, какъ эта скорость, сообщениая грузу вЪ какой либо 
моменть #, отразится на величие» перемёщошя груза въ моменть &.. 
Послфда!й вопросъ разрёшается ф-ой (138). 

Обозначимъ черевъ { (#) величину раскачивающей силы, отнесенную 
къ единиц массы груза. Въ моментъ #, за промежутокъ времени 4; этв 
сила сообщить едикиц8 массы скорость равную 


Е) 4. 


На основан (138) заключаемъ, что найденной скорости, сообщев- 
вой въ ‘моменть {, будетъ соотвфтствовать въ момент # персыёщене 


: УГ) зтВ Еф). 


Поляое перемфщене, вызываемое силой /(#) къ моменту & соста- 
вится путомъ суммировая пайдснныхь выше вмементарпыхь перем$- 
щенй, пужпо только { изыфнять въ предфлахъ оть 0 до 4. 

Такимъ обравомь нолучавмь 


О 
, . | . 
з=т Г) вела... (14. 
/ 
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Если мы обратимся къ боле общему случаю и примемъ во впима- 
во сопротивленю среды, то па осповав!и (140), путемъ прежняхъ раз- 
суждешй, придемъ къ такому выраженно 

: 
# = ». 67" Г (В) тв, ((— В) 4. . -. - (145) 
$ 

Замфтимъ, что выражешя (144) и (145) представляютъ собой перо- 
`мёщеня, обусловлонныя не только вынуоюденными колебащями, во также 
и тии собсивенными колебаюями, которыя подф АЪйствемъ силы ноз- 
никають въ начальный моментъ. Для полученя общаго рёшошя, нужпо 
хь иптеграламъ (144) и (145) присоединить собетвенныя колебаня, 
обусловленныя начальнымъ перемвщеномъ и начальной скоростью Ган 
{1387 и (140). 

Вь тьхь случаяхъ, когда вынуждающая колебашя сила мфпяется по 
закону синуса иля косинуса, пря вычислен!:и вынужденныхь колебаий 
нёть надобности обращаться къ ф-амъ (144) и (145). Прощо нопосред- 
ствелпо искать частное рёшев!е ур-я (№), какъ ото мы дёлали раньше. 


$ 34. 0 колебаняхь упругихь сибтемъ вообще *). 


При изучепи колебанйй упругихъ тёль мы будоиь иибть дьло съ си- 
стемаии, имфющими безкопечное множество степеней свободы, Для опред#- 
ления изифнопй формы колебйющагося упругаго тёла нужно вадать бе3ко- 
нечпое множество координать. Въ такихъ случаяхъ выгодно пользоваться 
обобщенпыми координатами и обобщенными силами, какъ это мы дЪлали 
при выводф общихь теоремъ Кастимано и Бетти, играющихь столь 
важную роль при рёшенши различныхъ задаль статики упругихъ систеиъ, 
Оть задалъ дипамики мы всегда можемъ перейти къ статик®, пользуясь 
пачаломъ Даламбора. Присоединяя къ дЪйствующимь силамъ силы инер- 
щи, мы на освован!и ‘начала возможныхь персмфщен!й можомъ-для лю- 

° бой системы написать ур-1е: 


Утишнууниы) —= Уки-ты-ы) .:.(@) 


Злфеь сумиироваше должно быть распространено на всё точки си- 
стемы. Буквою 2 обозначаются массы этихъ точокъ, Х, У и Й 060з- 


4} Ивученью нолебывЕй удфлено много внимая въ куроф Е, 1. Бош, Шупн- 
шов оЁ а вузфега оЁ тци@ Боблев, Вибращямь упругихь чёдъ поснящено ваифча- 
товьвоо сочинав!0 Гога’ Бауещер’я, Тиеогу о Зоипа, Гордоп 1894-т. Литература 
предыеть приведева въ Улеть& И, Таш, ош. ЖасуНорве 4. Мабнель, Убва. 
За, ту. зи, 


1 
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начають проекши равнодфйстяующой всёхъ силъ, приложенныхь къ 
какой либо точи6 т, па координатныя оси. Наконець 65, 8у, 62 ирод- 
ставляють с0600 возможныя перем щетя точешъ систехы, т, о. т ма- 
лыя поремфщетя, которыя дозволяются устройствомъ системы. Между 
величинами 85, 8, 62 .. должны существовать вполнЪ опродфленпыя 
зависимости, устапавливаемыя па оспованши условй связи. 

Мы упростимъ рышеше задали, если вмЪсто Декартовыхь коорди: 
пать (2, у, 2) возьмемъ новыя координаты (ф, $. 8,...) и подборемь 
ихъ такимъ образомъ, чтобы 0овф были совершопно независимы, т, 6. 
чтобы устройство системы дозволяло каждой изъ этихъ коордипать да- 
вать совершенно проиввольныл приращетя. Въ дальнфйшемъ ограли- 
чимся разсмотрВвемъ лишь такихъ системь, для которыхъ между ста- 
рыми в вовыми координатами имфются зависимости вида 


, =, $0, еее: 6 

Въ эти уруя не входить явно вромя {, кромВ того они не заклю- 

чають проивводныхь =, в... 

Что касается вида координать, то онъ можеть быть весьма разли- 
чепь въ зависимости отъ устройства би-- 
стемы, Иногда эти координаты могуть 
представляться длинами нфкоторыхъ отрв- 
ковъ, ипогда онВ будуть являться углаии 
поворота или продставятъ собой изыфпеня 
нкоторыхъ площадей, нФкоторыхь. объе- 
мОВЪ ит. д. ` 

—4 ‚ Въ качеств пояспенёя приведемъ та- 
кой примфрь: Предположимъ, что система 
состоить йвъ точка А, соединенной съ но- 
подвижной точкой О носродствомъ идеаль- 
но твердаго стержия 0.4 длины 7 (черт. 73). 
При движени точка 4, опевидно, должна находиться па поверхности шара 
радуса у. Ея координаты 2, у, 2 связаны между. собой условемъ связи 
4 


"Чорь, 18, 


тнг 
и потому прирашотия этихь координать 8%, 5у, 52 ме могутъ быть со- 
вершоппо произвольными. 

Въ качеёствв независииыхъ координать мы УОгЛИ сы въ данпомъ 
случа взять углы ф и $, которыми вполн’ опредфляется положен’ 
точке 4 на шаровой поверхности. Тогда вависимость между старыми и 
новыми коорденатами напишется такъ 


тот р, у=т008ф об ф, 2 =тф... 
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Новымл, координатамъ мы можомъ давать соворшенио нроизвольныя 
ириращоня. Приращению 8ф будеть соотвЪтетвовать перемщено точки А 
по параллельному кругу, 8ф овродьляегь собой поремБщоне точки А 
по мерид1ану. 

Въ качеств второго примфра можпо взять изгибъ сторжня съ опер- 
тыми копцами. Общее выражеше для прогиба можеть быть нродстанлено 
такъ 


2 З т 
у=а, эт Е ы —- а, зв то + вт = 


(4... ® 


Здёсь за координаты можно принять коэффищепты @,... Имъ 
можно давать произвольшия приращешя. Каждому такому ириращенио 
будеть соотв®тетвовать прогибъ по нфкоторой синусоидЬ. 

Расширяя такимъ образомъ попятю о координатахъ, вводя пользова- 
ше обобщенными координатами, мы должны ввести въ наше разсмотрЬ- 
016 также и поняте объ обобщенной силЪ. Мы условимся называть 
обобщенной силой Ф, соотв тствующей обобщенной коорданат® ф, тотъ. 
множитель, па который приходится нонпожать прирашене коордипаты д, 
чтобы получить работу приложенныхь къ систомф силъь на соотвЪЬт- 
стнующихь этому приращеню перемфщен{яхъ. 

Въ первомъ нашемъ прим#р® (чорт. 73) обобщепная сила Ф, соот- 
вётствующая координат® «р, представляеть собой ввятый съ надлежащимъ 
знакомъ момепть приложенной къ точкёз А силы относительно оси ОЙ. 

Обобщенная сила Ч представляется моментомъ приложенной въ 4 
силы отпосительно оси, перпендикулярной 402 и проходящей черезъ 
точку О. Различныя выраженшя обобщенной силы во второмъ примёрё 
мы уже выясняли ранфе въ связи съ примфненемъ тригономотрическихь 
рядовъ къ изслёдованно изгиба стержней [8 12], 

Изъ нашего опредёлевя обобщенной силы и обобщенной коордипаты 
слфдуеть, что правая часть общаго ур-я (а) въ новыхъ координатахъ 


представится такъ р У +0 + 


Займемся теперь преобравовашемъ къ новымъ координатамьъ лфвой 
части того же ур-я. Для упрощеня разсужденй возьмемъ перемфщевя 
системы, соотвфтствующия нриращению одной какой либо ивъ независи- 
мыхъ координат, папримбрь координаты $. Тогда имфемъ 

9% бу де 
85 Ел 8; в- 9 89; 5: $ 8+. 


„Лавая часть ур-я (в) перепишется такъ 


У» О а 8Ф ..:. А 
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Опуская множитель 8, можемъ представить это вырэжен!е въ вид8 
такой разности ‘). 
ЧУ : 9. ни — 
ар" |? 9 у 9 9% 


я Я 9 а ду ‚а 42 
У» (= Ч У =) те: ® 


06% входящя сюда сумны легко могутъ быть нреобразовапы къ но- 
вымъ координатамъ, если мы воспользуемся выражешемъ для живей 
силы 7: 


27 = У 8 (9+ у"). 
Изъ него волучаемъ . 
9т 97 ох Гм ) 
/ О ! = (|... 
99 = и (ео = ) 9$ д. . (8) 
На основапи нашихт ограпиченй отпоситольно зависимостей (5), 
ваключабмъ, что 


— 9—9 
= 9%? 
Слёдовательно, 


9. 
ему ио +. 


0% _ 05 08 _ 0 

жж Я” 
й первое ивъ равенствъ (2) напишется такъ 

от‘ 9% 

в = У» е бе .)- 

Такимъ образомъ, при помощи выражения для живой силы сйстены 
можеть быть преобразована первая изъ суниъ, входящихъ въ (Г). Для 
преобразовая:я второй сумиы, воспользуемся равенствомъ 

9 
Я 0 д №79” 
„Тогда второе ивъ равенствъ (Е) даеть намъ 
ЭТ _ (а ‚9 9 1) 
"7 Ш до * 1 95 

Окончательно, выражеше ({), преобразованное къ вовымъ- коорди- 

натамъ, папишется такъ . ` 
а т от ‘ ® 


1) Плрихзый мы `обоннечьемь полныя проиозодимя ожь коордяньть по 
зремели. 
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и ур-® (#), при немфпеши только коордипаты ф, представится въ такоит. 


вид аа т _ в в 


Въ дальнЪйшомъ, при изслфдовани движешя упругихъ тЪль, намъ 
выгодно будоть отдфлять внфилия приложенныя къ систом® силы оть 
внутрепнихь силъ упругости. Эти послёдея имЪють потенщаль и если 
ны черезь Т обозначинъ нотоншальную оноргно доформаци, то работа 
внутронпихъ силъ упругости на перемфщетяхъ, соотвАтетвующихь при- 
ралщенно 8ф коордипаты ф, будеть равна 


97 
—5 $ 
и ур- (11) перепишется такимъ образомъ 


ты 
Ф ф ы 

Здёсь, при составления обобщопной силы Ф пужпо принимать во 
внимате лишь вишня силы, праложенныя къ упругой систем. 

Ур-е вида (146) можеть быть написано для каждой изъ коорди- 
пать 9, $, 0,...и мы этими урфями воспользуемся при изсльдовати 
колебан!й упругихъ тёлъ. . 

Мы будемъ разсматривать лить малыя колебатя тёлъ около ихъ 
положошя равновзоя и координаты ф, ф, 8 будемъ ‘отсчитывать отъ 
положешя равповв@я. Въ такомъ случаз потвищачьная энерггл предста- 
вится однородной ф-тей второй степени оть координатъ 


т В 1 
Тт=9 а: 9 +354» ф -- 3 2 +. ао ффна, 96 -... (147) 


Жавая сила системы въ случаВ малыхъ колебашй представится одно- 
родной фупкшей второй степени оть скоростей $’, ф',... и мы можемъ 
написать ее такъ 


т= 5 и? + Е 54+ 1 бы +. (18) 


Здесь 5, ..б,.,. .. коэффищенты, которые въ случвЪ малыхъ 
колебан!й можно считать поотояпными. 

Вставляя выраженя для Уи Т въ дифференщальныя ур-1я движеня 
(146), придемь къ системё линейныхь ур-1й второго порядка’ съ постоян- 
ными коэзффищентами. Особенно просто напишется наша система ур-й 
тогда, если мы выберемъ обобщенныя кобрдипаты $, ф,.,, такь, чтобы 
въ выражен!яхь для живой вилы в потеящальной энерми системы про- 
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пала члоны, содержашие шюпзведешя коордипать и соотлАтствующихь 
инъ скоростей. Выбрапимя такимъ образомъ координаты пазываютел 
злавными пли нормальными координатами системы. Мы ихъ въ дальнъй. 
шемъ будсыт обозначать через ф, Ф»...: тогда живая сила и потея- 
щальная энер\я систомы представятся такъ 


У 


1 ? 1 з 1 а 
ий тов: Там = 


1 1 1 
ТЕ ве ово" + .. 


и ур-я (146) пробрётають сдёдующИй простой вядъ 

Бтаф= © | 

вич, 0,7717. 99 

Каждое такое ур-е предетавляеть собой простое гармоническое коле- 

бане [$ 33], которому соотвЪтствуетъ измфпен!о лишь одной изъ 1.409: 
ныхз коорданать. При этомъ колебанти всв точки колеблющейся системы 
будуть въ каждый момепть находиться въ одной фазВ. Въ одинъ и тогь 
же моменть всВ оп будуть проходить черезь свое среднее положене 
и также одновременно будуть достигать наибольшахъ отклопешй. Коле- 
баня эти будемф называть злавными пли нормальными, Изь нихъ, каЯЪ 
мы видимъ, складывается самое общее колебашо системы. Породы глав- 
ныхъ колебанй опредёляются величинами коэффищентовь д,,..,6;,.,. 
и слБловательно, будуть зависёть лишь оть устройства системы. Мы въ 
дальныйшемъ будемъ называть основнымь тиломз колебавя системы то 
колебане, которому соотвВтствуеть наибольн!й лер!оят- 


$ 35. Пролольныя нолебаня призматичевкихь отержней, 


Изельдован!е колебанй стержней“ начнемь съ простВйшей задачи, 
съ продольных колебанй, при которыхъ поперечныя сВчен!я стержпя,- 
оставалсь олоскиии и параллельными ‘другъ другу, совершаютъ пере- 
ыфщеня по оси стержня. ТВ растяженя и сжата, которыя при этойъ 
испытываеть стержень, будуть, конечно, сопровождаться соотвфтствующими 
изирпенями поперечпыхь размёровъ и потому лишь точка оби стержня 
будуть совершать при этихъ колебамяхъ прямолинейное движеше. Дви- 
жене точек, не совнадающихь съ осью будетъ, вообще говоря, боле 
сложнымъ, но если поперечные раэыры стержоя малы по сравиентю съ 
его длиной, то мы иожемъ пренебречь *) перемвщенями ‘точекъ въ пло- 


2) Поннбе рышено вопроов о продольныхь нолебанихь мрутлйго дилиндрь. 
принадлежит 2. Рообцаньюегу, ом. Г, $ МайИ, В. 81 (1878 г.), етр. 824, 


скосгяху попоречныху сфчетй '). Общее для вебхъ точек» какого либо 
ноперсчпаго сфчешя ии (черт. 
74) неремщете въ нанраплети 
оси <, обозпачимь через» и, 
тогда относительпое удлинеше 
въ этомь сфчени и соотвл- 
ствующее растягивающее на- 
пражеше представятся такъ 


Для поперечпаго сёчешя ия, безконечно близкаго къ взятому выщо, 
т же величин имфють впачене 


в р, 2 
и 0% в( 08. ). 


5 + = 08 8 
д д ты 


Слёдовательно, разность растягивающихь напряжешй для двухъ 
взятыхъ сёченй равна > 
РЕ 

а ^^ 


Обозначая черезъ 1 вЪсъ едипицы объема стержня, получаемъ для 
выдЬленпаго изъ стержия элемента мили, я, такое дифферепщальное ур-фе 
двп жепя ° 


Тб би. 
де с 
Откуда, вводя для краткости обозпачеше 
== я елена: (149) 


получаемъ дифференщельное ур4е для продольныхъ колебан!й стержня 
вЪ такомъ видь би 


204 
нь 

Мы видфли, что самый общёй видъ колебавый можеть быть полученъ 
сложешемъ ‘злавныхь, нбриальныхь колебай, каждое изъ которыхъ 
представляоть собой простое гармоническое колебане. Возьмемъ одно изъ 
этахъ колебашй и пусть соотвётствующия ему перемфщеня будуть про- 
порцюнальны сз ё, гдВ у- частота ввятаго типа колебан!й, Пером%- 
щен!в и вависить не только оть времени, но и оть положенфя` сёченйя, 


. (150 


*) Мы будем» въ дьльнёй щен» ограничираться нить лъибошфе низкиии типами 
волюбый, х, е. волебав(ями ръ Ввибопье продопиитеньными перюдами, 
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т.е, оть д и для выбраннаго нами типа колебан!й, можно положить 
и=Х 00806 о... (а) 


гдВ Х неизвЪстнал пова намъ {-1я отъ 2. 

Вставляя выражене (а) въ дифференщальное ур-е (150), получаем» 
для Х такое ур р 
Жо... ...... . 0) 
откуда паходимъ з р “ 

Х= Си тс ине, (© 


Произвольвыя постоянпыя должвы быть пайдепы изъ услов!й на коп- 
цахъ стержня. Возьмемъ, пзпримфръ, стержень со свободными концами. 
Въ такомъ случаф растягивающие папряжев!я по концевымъ поперечныхь 
счешямъ должны обращаться въ нуль, и мы будемъ пить 


9 9% 
(%)_ =0 (=)..- °. 


Первому изъ этихъ услов!й мы удовлетворимъ, положизъ въ рЬию- 
ни (с) С, = 0. Для удовлотвореня второго условя нужно положить 


Я .......... 8 


а = 


т 


Это ур4е даеть для р безконечное множество рев, которымъ 
будеть соотвфтствовать безчислениое, множество типовъ собственных 
колебанй стержия, Основной тапъ колебатй получимъ, взявъ напиевь- 
пий корень ур-1я (@), т. е, положивъ 


а" 
2. =1 


Въ этомъ случа} получаенъ изъ общаго выражешя (а) 


я 


и, == 4, 608 т 608 21. 


Такимь же путвмъ могуть быть получены и высш!е типы колебавй. 
Мы предполагали перемфщен1я для каждаго типа тглавныхъ колебай 
пропорщональными 603 $, Въ самомъ общемъ случа къ члепу пропор- 
цюнальпому косинусу нужно присоединить члень пропорщональный 
синусу и мы для основного типа колебан!й получимь выражен!е 


ч 


› = 608 = (А: с08 р + Визтри). 


Составляя подобпыя же выражен!я для высшихь типовъ колебанй 
складывал вс вти колебаня, придемъ къ. такому общему выражено дзя: 
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продольныхь колобай  призматическихь стержней с0 евободпыми 
концам о 
феи таг 
у Ут те (о 7 = В, в - т ). ... (151) 


Легко показать, что при надлежащемъ выбор% постоянныхъ 4,, В, мы 
можемъ удовлотворпть любымъ пачальнымь услошямъ для колебаний 
стержня. Въ самомъ дфль, чтобы эти услошя были вполн® опредфлепы, 
памъ должны быть заданы перомфщеня всфхЪ понеречныхь сЪченй въ 
пачальный момепть и ихъ пачальныя скорости. Положим 


(Фив == А (#}; ) 


Вставляя выфсто № его выражеше (151), получаемь 


45 = 


{2). 


го = Уд; пы Увз ая т 


= 


Отсюда козффищенты 4, и В, могуть быть опредфиепы по извфет- 


пымъ ф-вмъ 
: 
/ ри (2) воз и @т. 


| -1/ #2) сов "ТЕ 


Зь общемъ выражени (151) мы можемъ ‘принять ваключенпые въ 
скобки множители за пормальныя координаты для вашей упругой си- 
стемы, Обозначая ихъ черевъ ф, будемъ имёть 


11% 
и = У ф: 08 —у^ 
[= 


Принимая площадь поперечнаго сВчешя стержня равной единиц, 
получамъ для потенщальной энерг!и систомы такое выражоне 


=> 

Е Ета . 
=5 = УР... .. 050) 

0 „о Ч 

Живая сила системы напашется такъ . 
: 
1 4 и . . (153 
т- ев. о 09 
$ 


Выражевня для 7 и Т заключаютъь лишь злены съ квадратами хо- 
орданать ф; и квадратами‘ соотвётствующихь скоростеё. Слфдовательш, 
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эти коордипаты—взеныя и соотвфтетвующя имъ лифферепщальныя 
ур-я (146’) прин отеутстйн внфшпихъ силъ, папишутся такъ 


: 
фи" Е -@ =0, 


откуда мы получаемт для ф;, прежнее выражеше. 

Примъпеве пормальныхъ коордипать нредставляотт, значительыя вы- 
годы при изслбдовави оынуждениить колобашй и мы ими воспользуемся 
для рЪшеня задачи о вынуждеппыхь колебавняхъ стержня съ одлимь 
задфлапнымь и другимъ свободнымъ кониомъ. У вадфлапнаго конца этого 
стержня перемфщея:я будуть равпы вулю, на свободномъ концб обра: 
щается въ пуль отпосительное удлинете, Такимъ услошямъ будеть удо- 
влетворять каждая половипа раземотрЪннаго выше стержня со свобод- 
ными концами при колебаняхъ симметричпыхъ, относительно середины. 
Этииъ мы воспользуемся, чтобы изъ выраженя (151) сразу получить 
рЫшеве для нашего случая. Располагая пачало координать въ задфлан- 


помъ концф и обозначая черезь 7 длину стержня, мы должны будемъ 
. т ха . . 

`въ выражен (151) замфнить 60; —р` па в эт. Услоше симметри тре- 

буеть сохрапеля лишь члеповъ съ нечетными зпаченями #. . Слёдова- 

тельно, `. 

< 


. ту Е. . 
"— У 8" 7 (леев 57 -= Вт 


тай 
2г) 


Множители въ скобкахъ ЯВЛЯЮТСЯ нормальными координатами и им 
ихъ будемъ обозначать черезь ф, Тогда 


Пользуясь р®шонемъ (144), папишемь общий интеграяъ получеяваго 
ур-4я въ такомъ видь 


: 
эта 49 11а, . 
57 уе Фе р @ 8) 


$ 


та 
фе == 44, 608 ее -= Ву зт 
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Первые лва члепа получоннаго выражошя представять собой ево- 
бодпыя колобашя, обусловленныя пачальпымъ значепомъ коордипаты 9, п 
соотвфтствующей ей скорости. Колебаня эти, волбдетье сопротивлений 
постепенно затухають и намъ придется иыфть дфло лишь съ третьимъ 
злепомъ, который даетъ персмфщен!е, вызваппос обобщепной силой Ф., 
Огравичиваясь лишь этими поромдовями, получаемъ 


= й 
ыы рат бов ела. . - (54) 

Ета, 6 

Для полученя колобашй, вызываомыхь вибшпими силами, остается 
подставить въ полузепную ф-лу соотвфлетвующое зпачешо $. 

Въ качеств8 примфра возьмомъ раскачнвате стержпя силой Г (#), 
приложенной къ свободному концу '), Чтобы найти Ф,, дадимъ коорди- 
яат6 ф, приращоше 54. Этому приращенио будуть соотаётствовать пе- 
ремфщепя, опредёляемыя ф-ой 


‚т 
ди == брат =г 


При этомъ свободпый конець стержня, къ которому приложепа 
сила / (К, перемфетится па зелизину 


‚ т 

бр, 5 > 
и сила произведетъ работу 1« 
1 (О бра > 


Слфловательно, въ равсматриваемомъ случа 


‚3 
Ф,= (т >. 
Вставляя это въ выражене (154) и полагая въ немъ 2 =1, вайдемъ 


для перемёщеня свободваго Кона стержня такое выражен!е 


оны 9 ож 1) @, 
тат 

ч=Ь х 3,.. 
Вь частномъ слузаЪ, когда приложенная на кониф сила постоянна 


и равна 9, получаемъ ' 


= 9 У! ам т. 1..0 


из... 
1) Тваъ пав ваощодь поперечно сётонЁ принять рьпрой едивицЪ, то сила / (#} 
предотввляеть собой напряжев!е у свабоднаго нондв. 
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Наибольшее перенфщене получимъ при 


Кота а У т м 2 
= аа 


Получаемъ такниъ образомъ извфетный результать; сила, впезапно 
приложеппал къ концу стержия, вызываоть въ пемъ удлинения здвоо 
болышя тВхъ, которыя получаются при постепенном приложен силы, 

$ 36. Колебан!я груза, подвфшеннаго на упругомъ етержн ‘). 

Если масса стержнл мала по сравновю съ массой подвфшеппаго 
труза, то задача, какь мы видфли ($ 33), сводится къ колебанямъ си- 
стемы съ одной степенью свободы. Разсмотримъ теперь ту же задачу въ 
общемъ случа®. Диффоропщальное ур-е (150) для продольныхъ колеба- 
в стержня остается безъ изыфневй и мы будем имЪть 


ди би 

ЭР 01° 
ча 2 
т 


Располагая начало коордипать въ задвланномъ конц стержня, бу- 

демъ имвть для этого конца услове 
(оО. еее,  @ 

Для другого конца, гдв прикрфпленъ грузъ, мы напишемъ гранячпов 
условле, если примемъ во впимапе, что растягивающия напряженя, по- 
являющияея на этомъ концё при колебашяхъ, обусловлены силами инер- 
ди подвЪшеннаго груза. Обозлачимь чорезъ Р вфсъ подвфшеннаго груза, 
приходящйся на одипицу площади поперечнаго сЗченйя стержия, тогда, 
приравнивал растягивающ:я напряжения на конц силамъ инерция груза Р, 
получаенъ ‚тды В /би 
| в»), 25 (=). и... ®. 

Возьмемъ одно изъ главныхь колебашй системы и предположим, 
что соотвтствующия ему переуфщеня пропорщональны 005 тогда 

в = Х 608, 


гдВ Х—ф-я только 5. 


°) Овободных колебыцл этой слотены были няучевы еще Пувссопомь, Выву- 
ждонныя копебьщя подробво разимотрЬны въ инпгь А. Н. Крыловь, © ифкоторыть 
дифферениваяныхь ур/лхь математичаоной фионны, 1918 г, стр: 808. Сы. тахнв 
нашу работу, О вынужденвыхь холебан|лх® призматическихь стержней, Изз. Ев, 
Пол. Инот, 1510 г, й. & Мыь, п, Рьув, В4, 60 (1911 г). 
з. 
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Вставляя это Въ основное наше ур-1е, получаемъ 
@Хи-- Хх = 0, 


в 


Откуда 
Х = 6, 08:5 + бт, 


Чтобы удовлотворить услошямъ (а) и (\), нужно положить 


С=0 ЕЁ 


Обозначая черезъ а отношене вфса стержня 1? къ вфсу груза Ри 
гая 
полага. я 
а=ь 
перепишемъ второе изъ условй въ такомъ видВ 


Киа еее нь (©) 

Корпи этого трансцендентнаго ур-я позволяють намъ вычислить вна- 

ченя перюдовъ главныхь колебан!й нашей системы. Основному типу 

колебанй будеть соотвЪтствовать наимепьшй корень ур-4я. Н®сколько 

значешй этого корпя для различныхь а мы приводныъ въ нижеслфдую- 
щей таблицв. 


„=| ор | [о оз | 05 | 47 | 05 10 | 15 
р , 
= оо | 0 | орз | 055 Г 075 | 0,32 | 088 0,98 
: 
«=! 20 | 80 | 40 | 50 100 | 200 [к | < 
1 { 1 | 
в= в | ва 1,32 | 149 | 562 | | 15и 


Вычисливъ послЗдовательные корни ур-я (с), мы можемъ паписать 
выражен!е для каждаго типа собственныхь колебан!й. Для типа порядка $ 
общее выражене для неремёщенй ланишется такъ 


и (они т Ре вам И. (а. @) 


Заключенный въ скобки множитель представляегь собой нормальвую 
координату ф;. Первый "иножитель, зависящЙ отъ 2, является соотв$т- 
ствующей нормальной ф-1ей. Въ саномъ’ общемф случа колебаше нашей 
системы получается сложевемъ главныхь колебзнй (4), и мы можемъ 
написать . 
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Воспользувися нормальными координатами при изучени выпужден- 
ныхъ колебапй. Дия этого составимь выражешя кинетической и потен- 
шальной энерМи системы. Вырожешя эти не будуть заключать членовъ 
съ произведетями гоординать и соотвфтетвующихь имъ скоростей, такь 
кака взятыя координаты являются маеными координатами системы. 

Въ качеств провЪфрки приводимъ здфеь соотвфтствующёя вычисяеня 


вх 2 
Е |) 
Е =, [не ь:) @ = 
5% 


Интегралы вида 


обращаются въ нуль въ силу ур-йя (с). 
Составимъ теперь выражен!е для живой силы системы 


1 т аи Р аи 
г}: ев |. 
$ 
Вставляя вмвсто м его выражеше (6) и принимая во внимат!е, что 
въ силу урыя о 
: 


`/” ыы зат = т Я ш=— Ратрьз ри, 


р рлимь 


Выражая Р черевь ‘И ин польвуясь ур-емъ (©), предетавляемь Ть 
такомъ видь 5 


получаемъ 


т=1. 7 ву #’ (:- ат о, 


= 3 


Г пад ° 
Ва а) =... 


Мы ограничимся лишь колебав ями, возникающими поль дВАствемь 
силь Ф, для чего воспользуемея рёшенемъ (144), которое въ давной$ 


случаЪ напишется такъ 


* 29 2 д 9 
а Ф, Е — 
ы ам 2-5 =. О 1 вби а, 


Всетавляя это въ выражеше (е), получаемъ 


т ЕЮ аь. .-. (155) 


Для полученя перемфщен:й груза пужно только въ этомъ выражения 
положить = и вывето Ф, поставить соотвфтствующое значене 060б- 
щенвой силы, 

Въ качеств» примфра возьмемь случай, когда въ начальный момепть 
}=0 кь концу стержня приложена сила 4 К/ст?. Для обобщенной 
силы получаемъ такое выражеше 

Ф, = оз. 
Слфдовательно, рр 
за 
о = У (. сз =!) .. (56) 
т 1 (Эр; -+- 5 2) } 


91 
Пели безпредёльно уменьшать взеъ подзфшеннаго груза, то вели- 
чина а бозпредвльно зоврастаеть и корни ур-Ёя (с) будуть опредфляться 
такой ф-ой (#—я) 
м, 

Вставляя эт0 въ (156) придемъ къ ранфе полученному рышению (1) 
для стержня съ однимь задфланнымь и другимъ свободкымъ концомъ. 

Второй крайшй случай получаемъ, когда а стремится къ`нулю и, 
слфдовательно, корни ур-Ёя (с) къ такому выражено 

и=@-1) =. 

Первый корень стремится къ нулю, къ нулю стремятся также вс 
члены кромф перваго въ общемь рёшени (156). Въ предфль мы прихо- 
демъ къ систем$ съ одной степенью свободы и. для перемфщен/я под- 
вфиеннаго груза получавиь зыражене 


{ вр 
(и), == т (. — сы". 


Наибольшее удлинене получвется вдвое большимь того, которое мы 
бы Имфли при ‘статическомь дфйствьи растягивающей силы, Такимъ 
обравбыъ для двухъ крайнихь случаевъ окавызается справедливымъ вы- 
сказанное Кляпейрономъ положене, что наибольшая деформащя, вызы- 

6. П. Тимошенко, 18 
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ваемая внезапно приложенпой силой, вдвоо больше той, которая полу- 
чается при статическомъ дЪйств!и такой же силы. . 

Доказательство Кляпейрона осповано па предположенти, что въ мо- 
менть наибольшой деформащи вся работа, совершенная приложенной 
силой, полностью обратится въ потенщальную зпергю деформация. 
Предположеще это въ только что раземотрьнпой задач справедливо для 
двухъ крайнихь случаень, но при конечномь значени а, корпи |, транс- 
цепдентнаго ур-фя (<) будуть несоизмфримы и мы не будемъ имфть 
такого момента, когда кинетическая эпергя полностью обращается въ 
потенщальную, и потому наибольшее удлинене должно получиться мень- 
шимъ двойного статическаго удлинешя, 

Если вЪеъ стержня малъ по сравпеню съ вфсомъ груза, величина 


“=$ 


будеть мала, Для опред$леня перода основного колебашя мы можемь 
ур-е (с) заифпить такимъ 


в (5) =Ъ. лань. + -® 


Въ качеств перваго приближешя можно положить 


ра Пу’ 


что совпадаеть съ результатомъ (137} для системы съ одной степенью 
свободы, 
Въ качествф второго приближеня для кория ур-я (К) можно ваять 


"У? (1-51) 


тл=ж* р [+3 п). 

Получаемъ . извфстнов правило: чтобы учесть вляше соботвеннаго 
в$са стержия на перодь колебанй подзфшеннаго груза, нужно пред- 
ставить себЪ треть вфса стержня присоединенной къ грузу. 

Особое преимущество предетавляеть пользоваше нормальными коор- 
динатами въ тфхъ случаяхь, когда желательно сравнить перемфщеня 
Системы при колебашяхь съ тфми сихиническими перенфщеняки,  кото- 
рыя мы получили бы при бозконечно‘ медлеиномъ измфнен!и раскачи-. + 


Въ такомъ случав 


— 1% — 


вающей силы. Ташя сравпешя приходится на практик® дфлать въ цё- 
ломъ рядЪ случаовъ, напрам$ръ, при оцфик® степени достовбрности по- 
казашй индикаторовъ, примфняеныхъ въ иаровяхъ машинахь и газовыхь 
двигателяхъ, при опредфлеви давленй газовъ во время взрыва, по дефор- 
мащямъ особыхъ крешеровъ п т. д. Шоясниыъ это на разсмотр6ниомъ 
вышо примфрё груза, подвфшелнаго на упругомъ стержиз. Предположим, 
что къ грузу приложена перодическая сила, мняющаяся по закону 


д яп ре 


Чтобы пайти въ этомъ случаз значеше обобщентой силы ®, ©0от- 
выствующей коордиватф 9, дадимъ этой координать приращене 5. 
При этомъ копець стержня, какъ видно изъ общаго выражен!я (5), пе- 


реыфстится на величину Зв 
$: 38 ра 


и приложоппая къ пему сила совершить работу 
Чт рёзт 1 ЗФ 
СлЪдовательпо, Ф, — аз рёв 
и ур-м (146!) будуть имёть такой видъ 


$ т 2; Ен; т 2; . . 
т ( и а ол г =) Е 48 в. 


Ограничиваясь лишь перемфщенями, вызываемыми пер!одической 
силой, получимъ на осповаши (142) 


[1 


= З9атр, 5 р 
*— эти Та ' 
п (: = Зы мы) (3 


Перомфщен!е конца стержня представится такъ 


12° 


ры 
у } зи Эа о ‚ 057 
2 


Замзтимъ, 110 величина “ ен представляеть собой частоту собствен- 
ныхЪ колебашй системы порядка 2. Изь (167) мы видимъ, что въ т%хъ 
случаяхт, когда частота р раскачивающей силы приближается къ частот 
одного изъ типовъ собственныхъ колобан!й системы, мы будемъ имёть 
явлен!е резонанса, Соотвфтствуюций членъ въ безконечномъ рядз выраже- 
ня (157) пробрЪтеть преобладаюнее значеше. 

Чтобы получить симииическое первмфщен!е системы, ‘нужно только 
въ знаменатела каждаго изъ члоновъ ряда (157) положить р ==0; тогда 

1% 


За; = 
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булемъ имфть 


1-5 
. \ Зет" в; 44 \ зай 
„= + - — ь = 51 98. > _ н , 
(идет = этр у 98а Зы) ве 7. `в У; (2+ мт) 
ту -Н 5% —й 
Ра 
Принимая во вниман!е, что 
У вом т 
№ (бы ды) 4’ 


придемъ къ извфетной ф-лВ для удлипен!я призматическаго стержня подъ 
двастиемъ статически приложенной силы, 

Мы видимъ, что стотичеся перемфщен!я будуть мало отличаться 
оть динамических» лить въ томъ случа, если р мало по сравпеню съ 
величиной т, т. е. вели перодъ раекачивающей силы великъ по срав- 
неню съ порюдомъ основныхь колебанй системы. Въ этомъ случаё, 
огравичизаясь первымъ члепомъ разложетя (157), можемъ заключить, 
что принимая дипамичесмя перемфщеня равпыми статическимь, ны дф- 
лаемъ погрёшноеть порядка Е 

Одфланныя здфсь заключения легко распространить на друше случая 
дВйств!я силь, такъ `какъ мы всегда можемъ перодическую силу пре- 
ставить тригонометрическимъ рядомъ и изучить дфйстве каждаго отдВль- 
наго члена этого ряда. 

Въ частности по отношеню ‘къ намфчепной выше задачВ о показа“ 
яхъ ивдикатора можемъ заключить, что эти показаня дадуть давлевя 
пара близыя къ дфиствительвымъ лишь въ томъ случай, если время 
одного оборота машины можно считать большимъ по сравнению съ 0е- 
рюдомъ основныхь колебашй поршня индикатора. 


. #87. Еолебайя кручешя круглыхь валовъ. 


Сдёлаемь допущение, что при колебашяхъ кручевня поиеречныя сЪ- 
чен!я вала, поворачиваясь одно относительно другого, остаются плоскима 
и радусы сёчен!й остаются прямыми '). Гели. черезъ @ будемъ обовяв- 
чать углы поворота поперечныхь сфчешй, то скручивающИ монентъ въ 
Какомъ либо поперечномъ сфчен!и зип (черт. 74) будеть равняться 


ал, 


т) Въ случа длинпыхъ валовъ для первыхъ типовЪъ колебаш# это допущен 
даотЪ вполнф удопиетворительные результаты. Когда длина вала восьма мала (олуч 
ча круглаго диска} пля когдё мы ивучавыъ выоонЙ таить колебизи, ногорому 
оботвётетауеть подраедьлеве вала на большоо чело полпь, необходимо обра’. 
титьея въ точному рышенНно задачя, См, цатврованвую лыше работу РосрНяли" а. . 
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Прираввивая разпость скручивающихь моментовъ въ двухъ безколечно 
близкихь сфченяхь ши и ия, момепту силь инерши выдъленнаго изъ 
вала элемента ив инт, относительно оси вала, получаемъ ур-№ю 


790, _ 91% 
9. де М» = В, дя 
Вводя для сокращешя обозначенс 
а. р 
че, еее ь, (88) 
получавмъ 9:6 9% 
а. 1... 59) 


Ур-!е это совершенно совпадаеть съ ур-емъ (150), полученнымъ для 
продольныхъ колебавй призматическихь стержней и потому мы моженъ 
пользоваться пайденными раныле рёшешяни (8 85) 

Въ частности для вала 60 свободными концами получаень р»шеше 


‚=> 


в = У 03 = [^ 608 и — Вузт 8) 


Въ качеств болве сложнаго иримфра ›‚разсмотримъ здёсь имющИй 
практическое значен!е случай колебая!я вала, къ концамъ котораго прн- 
крёплены пживы ‘). Если черевъ „7, и 7, обозначимь моменты иперщши 
ЭтТихЪ шкивовъ Относительно оси вала, то условя на концахъ зала по- 
дучикъ, приравнивая скручивзюще моменты моментамъ силъ иверщи 
соотавтствующихь шкивовъ. Условтя эти напитутся такъ 


98 В) 
^(=)., = 8%, (5). 


9'8 8 
= =_ @л. | 
ий ( Ра ) &/, | ). 
Возьмемъ одно изъ главныхъ колебавй и положимъ, что углы 6 м}- 
няются по закопу косинуса, тогда 
9 = Х 608 Е, еее (0) 


тдё Х — фля только оть 2. 
Вставляя выражение (6) въ ур+е (159), найденъ 


. 8) 


Хх =0, сов В 4. О, зтР. 
4 а’. 


2) М. РтаЪюь, Хонаснг. а. Увг. 4. 6, 1902г. стр. 797. См.также наши работы, © 
ввленНахь резонансов въ валохь, Иав. Петерб. Поп, Инет. 1905 г. О нывуждеяьыхь 
копебьк!вх% привмотичеокихь стержней, изп. Е!ев. пол. Ивот, 1910 г. 
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Для опредфлешя частоты колобап!й р воспользуемся условшями (д). 
Вставляя въ нихъ значеше 0, получаемь: 


бил = вх, 


а р >) _ в ( и _ . 21 
2 [всё В + бей) 7 29» ©, 008 ^. С, и“, 
Отсюда приходимъ къ такому транспопдептному ур-ю для опред#- 


леня частоты р 


я [сов 21 РУ: и у — Роль Р.И 
2 (= с бо, "а /. = с у» "ал аш). 
Вводя для упрощеяя письма обозначеня 
7 
Р=ь; ты, =, 
перспишемъ полученное выше трансцендептпое ур-1е въ такой форм» 
т ( У 4. ) 
1 т Ё = 11... 
у, ЛР ув) (беру (160) 
Обозпачая черезъ и, р), . . послфдовательные корпи этого ур-, 
можемъ написать для @ такое общее выражеше 
= 
х 1, 
8 = У ей ( 608 у эт =) 4... (161) 


= 
тд $; — пормальныя координаты, а множители въ скобкахь соотввт- 
ствующия нормальтыя ф-и. Составиыъ теперь выражешя для потенщаль- 
ной эперфи и для’живой силы системы. 

+ 


4.20 + 
ел, Га вл, в пы 
7 в" (6) = ры 


: | 
о 

, ых ал, х 6 

ны 8 Ульи, . (168) 


гдВ для краткости введепо обозначене 
р . 
= „9 ; ЗУ 

А = ре ь | — 5 Зщ-н рр О, 52 ыы 
^ Фо 
2 у 

Зы у. — 52) 
5 


Члепы съ произведешяыи координать въ выражеше (162) не вой 
дуть въ силу. свойствь нормальныхь координать. Въ этомъ можно уб- 


— 199 


диться и непосредственно, составивъ соотвфтствующя зпаченит изтегра- 
ловъ и иринавъ во внимане ур-{ (160). 

Живая сила системы составится изъ живой силы вала и живой силы 
прикрёеленныхь по коицамъ` шкивовъ. Мы получимъ для поя такое вы- 
ражон!е: 


С, Ра лм ми 
ти (в). (а).= 
: 


9 \ Гири 
зуд... 063) 


ва вт ки Гони Ч ель .... 964) 


Для вычисленя 0 остается лишь въ каждомъ застномъ случа вста- 
вить ВЪ (164) выфсто Ф; соотвтствующее значене обобщенной силы. 
Остановимся теперь подробнёе на предёльныхь случаяхъ, когда мо- 
менты инерщи шкивовъ или очевь велики или очень малы по сравне- 
нио съ моментомъ икерщи вала. у 
Если величины 7), и У. безпредёльно уменьшать, то коряи транс- 
цепдентнаго ур-я (160) будуть стремиться къ зпачешямь м, 2т,... 
и мы въ предёлВ получинъ рёшен!е для вала со свободпыми концами. 
Предположимъ теперь, что отпошеня 
РА 


=%, 


й . 
представляють ‘собой малыя величины, тогда ур- (160) можеть быть 
представлено въ такомъ видь . 


— в ба  *) 
р... ...... 065) 
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Пренебрегая малыми второго порядка, можно положить 
р м же... (165) 


Приближенное знечен!с перваго корня атого урчя будетъ 


в =Уж-+ь 
Слёдующе корпи представятся такъ 
и ни, 
т =ат-- . 
2 о эх 


Первый корепь маль по сравненю съ послёдующики и потому пе- 
риодъ основныхьъ колебашй будеть великъ по сравпеню съ пероломь 
сявдующаго по порядку колебаня. 

Первое приближеше для частоты основного топа будеть 
а У, то ал, (9 
7 1.9, 95 

з 

Подставляя въ (165) вифото 9 р величину в-ь 

качеств слфдующаго приближеня для перваго корня урйя (165) ве- 

личину —— ` 
Иж — уж — 


р (166) 


получимъ въ 


Соотвфтетвующее зпаченйе для частоты основного тона получится изъ 
ф-лы (166), если только вмВсто У; и), вставить выраженя: 
у. 1 у 
а о, дель 
пе, ов, 
Такямъ путемъ мы получаемъ возможность оцфнить вшяп!е массы 
вала па породь колебанй закрёилеппыхь по концамъ шкивовъ. 


$ 38. Поперечныя колебаня отержией. 


Сь такого рода колебанями мы ветрёчаемся при расчеть различ- 
наго рода балокъ, подвергающихся дёйств!ю персм®ппыхь поперечныхь 
салъ, при изслёдоваи колебаый мостовъ и желЁзнодорожныхь рельсъ 
подъ дфйствемъ подвижпыхь нагрузокъ, при изученти вибраций, возни- 
кающихь въ корпусВ судовъ подъ дёйстыемъ силъ иперши неуразнов}- 
шенныхь частей хашинъ и т. д. 

Будемъ предполагать, что колебашя совершаются въ одной изъ глав- 
ныхь плоскостей стержня. Въ такомъ случа® мы будемъ пмфть дВло съ 
плоскимЪ изгибомъ. Плоскость изгиба примемь за координатную пло- 
скость (2) (черт. 75). При составлеши дифференщальнаго ур-+я дви- 
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женя будемъ исходить изъ иредположенн, зто поперечные разыёры стер- 
жня малы по спавненю съ его 
длиной. А Е] х 
Въ такомъ случаВ при изу- 
ченш первыхъ (наиболфе низ- 
кихъ) типовъ колебан!й можно 
польвоваться приближенным 
ур-емъ для изогнутой оси балки 


гдВ 9 обозиачаеть интепсивцость сплошной нагрузки, 

Если стержень соворшаеть свободныя колебан!я, то намъ придетбя 
при составлен!и ур-Ёя изогнутой оси принять во внимаШе лишь силы 
инерфи и положить 


Здфсь 1 — вЪеъ одиницы объема стержня и Р — илощадь его по- 
перечнаго сбченя. ` 
Ур-е движеня для свободпыхь колебан! стержня напишется такъ 
9 94 9 
9 99 ТРУ... (167) 
9 9% 9 # 
Въ случа призматическихь стержией ур-е это можеть быть напи- 
сапо въ такомъ болфе просхомъ видё 


29 0 0 


тб ди ‚. ... . (168) 
гдф для сокращеня письма введено обовнзчене 
Е 9 2 
Ей == ....:.:, (169 
тр = (169) 


Предположимъ, что стержень совершаетъ одно изъ главныхъ коле- 
баз частоты р и переифщеня измфияются съ вромепемъ по закону 
косинусв, тогда можно положить 

у = Хо... 8) 

Здфеь черезъ Х обозначена ф-я только оть 2. Ею опредфляется 
форма той кривой, по которой изгибается стержень при колебатяхь, 
Если выражено (2) мы подставимъ въ осповное. ур-+е (168), то для 
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опредфлешя Х получаемъ такое дифференщальтое ур-16 чотвертаго по- 


рядка 
(170) 


Общий иптегралъ этого ур-я, будетъ заключать четыре произвольных 
постоянпыхъ а можеть быть представленъ въ такомъ вид 


ХС (* УР») +0, (в ИЁ=- 
4 а а 
в?) +6 [ в У?э--я В. 
[а а 4 
т Иа 
+5, ( И" %И?). еее (111) 


Изъ условШ на концахъ стержня (мы будемъ имфть по два условя 
на каждомъ концф) можно найти соотпощен!я между произвольными 
постояпными С, С,...и кромВ того получить транспендентпое ур-№ 
для опредвленя частоты р. Ур-+е это будеть имфть безчисленное мпо- 
жество корней, Каждому такому корню р, будеть соотвётетвовать своя 
фля Х, и свой тинъ колебанй. Наложеномъ такихъ колебанйй мы но- 
жемъ получить самый общй вядъ поперечныхь колебан!й стержня, удо- 
влетворяющЕй любымъ начельнымь обстоятельствам движеншя. 

Такимъ образомъ въ общемъ случа можно положить 


= 


у ук. оз Вро= У я .. . (72) 


Мпожители въ скобкахъ будуть нормальными координатами, а соот- 
вфтствующия имъ ф-4и Х, — нормальными ф-фями. 

Въ дальн®йшемъ, при изучон!и вынужденныхь колебанй, намъ по- 
надобятся выраженя для потенщальной эперги У и для живой силы Г 
кодеблющагося стержня. Пользуясь выраженемъ (172), получимъ для 
этихъ величинъ тая значен1я 


сы 
_ Е ЕЛ \ , 
п == Уз 


=! 


о 
11Е ТР \ уз В 
т=з" "а ву я, р %.. 0) 
: = 


Венфдетые основного свойства Нормальныхь координать члены, 38- 
клЮчающю произведепая координать или соотвзтствующихь имъ скоро- 
стей въ выраженяхъ (173) и (174), пропадають. Въ этомъ не трудио 


‚ (113) 
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убфдиться и непосредствениымъ инте рировыйемь, если принять но вни- 
маше осповное ур-е (168). 
Пусть Х„ н Х, представляють собой пормельныя 441 порядка’ т и ®, при 


чомь и и, Кындая иаз этихь ФАЙ долишь удовлегиорить ур-но (190) и мм, ел%- 
доватольпо, будемъ пыфть 


Умножая первое нзъ отихь ур из Х,, эторое па Х„, пычитая одпо изъ дру- 
гого и потомъ ивтогрируя мо певй длниб стержая, получимь 


сы Да-х, к = / 


ки, пышолпяя пъ правой части интогрировыше по частями, получаоть 


ев —_ АХ, _ Фх, ах, ФХ, Ч Х, Хх, м 
у В а] 5. 


Правая часть этого равенства прн #-=0 и при & = обрыщается въ пуль при 
любомъ способ закрАплез!я копцовъ 1); слфдорательно, интеграль, пходящИЁ пъ 
дЬвую часть, доляень рерляться пулю, (т. к. э, +2.) и выражен! (174) во будеть 
заключать членовь съ пропзведет!ями координать, 

Подобнымь жо образомь можеть быть показано, что въ вырыжеши (173) про- 
педаютъ члены съ произнедешями ноординатъ. 

Воопользуомся пырыкощемт (5) для вычислешя иатеграль 


: - 
хо инете (© 
; 


который измъ понадобится при составлеши выражошя (194) для кинетической 
норе стермия. Еели зъ резелстаь ($) положить и=я, 10 кождая честь ого 
тождоствопно обрыщается въ пуль п мы не найдемт впочешя пужпаго ивт9- 
грела (с). Поступныъ лначе, положимъ ° 


2—1 


ав й 


ТДЬ п № иЪкоторыя отвльченпыя чноле и побмотримь во что обрыщаотся ра- 


5) Въ овмомъ дьлЬ, для опортаго нонца, 


для задёланиаго конца 


и, накопець, для овободнато конца 
2х @х 
За, ди 


Во вовхь случалхь правая часть нышего равевотва обращаотся вт. пуль. 


=0. 
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понство (6), веди &, = &-+ 8 в величина 2# безпредфльно убывветь ’). Приииивя 
во впиман!9, что ть эмъ случа 


Х.=Х, 


получимь 


р 
ах, @х, @х, ах, ах, а Е @ 


— 6 а тр в о в йа 
з 


Цля сокрыщеня письма будемъ двльше штрихами обозначеть произзодвыя 


5 
оть Х по величии =", тома бупемь имфть 


ах. _ 
== 


бромф того урче (170) перепишется текъ 
хех 


При отижь «бозноченихь выралеше (9) перепишется такямъ образом 


т 

; и ры 

ка ии ьНЕю, бек 
2 Ю в : 

К О ху" се ме 
+ ых, СЖ Жи ХХ ], 
° 

или поел сокращений у 


: 
ЧЕ Джо [3х, же + о] - 

Ь ) 
При всякомъ способЪ звкрьплевя мы буден иыфть для концовъ 


ХХ, =0 ХыХ,=% 


Отьдоватольшо, 
В 


Д» ве [ в — 2, Жи+ о) = хи... 00) 
4 


Тавныт, образомъ мы момемъ найти зпвчене нумнего намъ интеграль (6) ори 
любомъ способЪ закрьилощя ковцовъ. 
оли правый коноць сторжня совершенно овободент, то 


(Яны (Хы „6 


: 

В 
чо . 
ё 


*) При этомъ Х„ уже не будеть нормальной ф41ей, удовлетворяющей ур-1ю (168) 
и дия получеыя Х, нужно въ пыражеши Х„ дать ведичьиё # прирещеню 8%, 
оставляя друмя велячины безъ изызпеня. ` 


и мы будем пыёть 


` Шри вадблевномь привомъ конць получамъ 
+ 


. Пр 
/ Хиат = (Хы) 
} 


Нанонець, прп опертомъ нонць, когда 


(=), 


будомь выбть 


Дая вычиелошя пвтогрьяа: 


жен ‚(ету = 


который намъ понадобвтоя при состаллел:н выражешя длв нотевтивльной эпергя 
(173), воспользуемся ур-+емь (110). Умпотжая объ части этого ур-я ше Х п инте- 
ьрвруя по всей длон стержня, получпыь 


Прервя часть равевотов можеть быть преобразована пулемь нитогрироввия 
по частяыъ. Тогда придемъ къ токому роврльтиту 


еее у ы 2229 


Сльдопетельно, при составлеши вырежешя для потепщильной опер вамъь 
но придется вычислять нолыхь ивтограповъ, можно поспользоветься пойдевными 
выше (ф-ль 175) впачевями интеграла (0). 

ИыБя пыражошя для Уи Т,мы безъ затруднев! пожемъ нволфдовать какъ 
свободный, твкъ и выпужденныя колобат{я стержня. Жфскольно примфролъ мы 
празодныъ въ воже слфдующихь переграфахь, адъсь ще остаповиыся подробафе 
но дифференщальномъ ур-4и движения (168) и пивовыъ въ иого поправии, опфвкав- 
ющЁя вмяве копочвости поперечныхь разыфровь стержня не частоту соботвеи- 
выхь колебанй. Поправки ети, наль мы увидимь, могуть ныть существопное 
знвч0н16 прп ивученн высшихь типовь колебан!, когда вибрирующ(Й стержень 
узловыми сёчешяын подраздёляется на большое число полуволят, сравнительно 
малой длипы. 

Въ качествь иервой воправки учтемъ вщише повороте поперечныхь сёчен!й 
стержня при нопебыйяхь изгиба. При оосхавлеви ур-я (168) мы привяли по наи- 
мав{6 лишь силы ннерши, соотвфтствуюца воступательному допжешю элемевтовъ 
сторжия въ напраплешн оси у. Но э10 движеве сопровождается искривлошемъ 
оси стержня в, слфдовательно, и поворотов поперечныхь обчев:й относительно 
соотвёзствующихь иыъ пойтральвыхь лив!. Утолъ поворота для каждаго обчевя 


опредфляется ооотвётотвующимъ зночев!еыъ производной Я . При воперочныкь 
колебвямхь отержая уголь этоть все время мёняется. Значешя углолой скорости 
зрещешя и углового уонорвяйя предетавится пронвводными 

ду бу 

20’ и ^ 
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Если выдфлить двумя безконечно близкими понерочнымп сёчон!ями олементь 
стеришя длиной д, то силы пперщрн, соотофтствующя вращеню отого алемавта, 
дадуть намъ момонтъ равпый 

СТ 29 у 
5 есь, © 

При составлеши дифференцальнаго урчя для пзогнутой оси стерящя нужно 
принате во ьнимешо по только иепрермвио распродлепную нагрузку, зоотвйт- 
ствующую виламь пнерщи постунательнаго движолИя, но и нопрерынно распре- 
иалениыо момевты, опредёляомые ф-й (2). Въ такомъ олучав измнене изгибаю- 
щаго моменте пдоль ооя стержня представитоя тахъ 

мо ви 
92 у в 

Здьсь © попоречная сила, получающеяся оть силъ инерцрг поступательпаго 

двизен:я олемептовъ стержня. 


В . „ам . 
Вотавляя ваНдонноо эпачот!о пронзподпой — пъ дифферевщальноо ур 


д= 
ги 
дат ' 
попучьеыь 
ла 
т 11... 08 


Второй члонъ пъ правой части ур4я продотазляеть собой попрезку, обуелов- 
лопную поворотомъ поперечпыхь оёченй 
8 при колебашяхъ. 

Волёе точпоо ур-1е мы получпит, воли 
примемъ во внимаше не только вияще 
силь пперщён, соотлётотвующихь поворо- 
ту сёчоп, по также и ллфян1о асвлель- 
пыхь папряжея!й ва прогибъ стерння '). 
Выдёлныъ изъ отержия двумя безконочно 
блиакими сёченямыи эломонть дливой $2 
в составпыъ для него ур-4я донжен:я, По- 
ложен!в выдёленнаго элемента опредь- 
лится поремфщенемъ у ого центра тя. 
жести и угломъ поворота ф относительно 
плейтральной ний 2), Так какъ прогибъ 


Черт. 26. 


стершня обусловлень не только относительным попоротомъ поперечных сёченй 
по также ин одоигомъ пхъ одного относительно другого, то уголЪ наклова каса- 


1) Вмв1в кооатольныхь папряжошй на перюдъ поперечных» колебаний отер- 
жкля обыкновенно це приёимается въ расчоть, в между тБыъ соотвфтотвующая ему 
поаравка по своей величин больше той, ноторая получавтоя оть поворачиваня 
очен, 

3) Пра востаплени ур-\Ё мы разоматриваемт эломенть, накъ абсолютпо твер- 
дов ТЬло и пренобрегаень исириплевемт поперечныхь офче!И, поэтому паша 
попрапка лишь приближенио оцфиоваоть влфяв{е касотольныхь силъ. Нами сов- 
мвотко съ проф. П. Эренфестомъ получено тазже точное рёшек1е задачи для по- 
лосы прямоугольнаго поперечнаго сёчены. Это рышен1е, какь и цитнированное 
нами выше (стр. 180) рыпеше Росвлыютога ‘для круглаго цилиндра, понавывиоть, 
зто приводимов здфсь приближениое рышеше съ достоточной точностью учити- 
ваеть вл1яше двовтельныхь оллъ, 
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тольной къ изогвутой осн сторжня ужо ие будеть равиятьея углу поворота евчо- 
зи. Разпомть между этныи углами будоть очоридно равнятья отиосвтольному 
"двягу, который мы ободначиыь чорозъ 3, 
Таквыт, образощь мы получаемъ зависимость 
ди р 
7+8. .... Чена (6) 
Кром того для нагибающаго момопта п для порорёвынвющой силы будомъ 
цыфть выражошя 


= ву? ы = (97 
м=-5, орт (1-е) гв, ен. . 9) 
гдь № нозффишевть зависящий оть формы поперечного офчеши. 


Пришиыпя но впяман! прилошонныя изъ выдфиенному олемовту снлы (черт. 76), 
паншиомъ ур-е двожевя, соотофтотвующее пращоньо олемопта, въ токомь вядь 


пли, нставляя выфсто 22 и © ихъ аначевия (1), 
2,9 6 — 19 #9 
ви (+) ге фо. лье, 


'Ур-+6 двишовя, соотвётетвующее перемфщеньо элемента зЪ паправлев]я осн у, 
валншотся талъ 


ТЕ У в 
д 9 


д 
вла , 
ера Е ор ри 
. 1 (5 Рени... а. а) 


Иснлючая наъ (#) и (} поличину ф, приходныъ къ такому ур-0 для попереч- 
ныхь колобалиВ сторяшя 


ИУ ТЕ ФУ (ТТ, ЕТУ Фу 1 т бу 
Рич я-(= +0) ад Ту же то ‹.- . 118) 


Сраввивая (177) и (178), уставазливаемь т члены, которыми опредёляетол по- 
правка ва касатеябныя попряжоня. Ниже ва частвомт примёрь мы поканюмъ, 
накъ оказывается эта попровка но частот различиыхь тппонъ собствевныхь хо- 
пебан!В. 


$ 89. Свободныя поперечныя колебавя охержня при различкыхь 
опоообахь закрапленфя концов. 


Для опредфлен!я частоты различныхъ типовъ колебаюй и соотв®т- 
ствующихь формъ искривленя оси стержня, приходится, вакь мы ви- 
дли, обратиться къ усломямь закрёплешя на концахъ стержня При 
помощи этихь усломй возможно найти соотпошеше между нроизволь- 
ными постоянными въ общемъ выражеши (171) дла нормальпыхь ф/Й Х 
и составить то трансцендентное ур-Ёе, изъ котораго паходятся частоты 
равличныхь типовъ собственныхь колебании, 


— 208 — 


Особенно нростой видъ нормальтыя ф-и имфють въ сяуча} стержня 
въ опертыми концами. Услов!я на концахь въ этомь случав будуть, 


такая: 
° ФХ . 
а) (Х.ь=0; в) (=), =0; 


©) = 


Изь первыхъ двухъ условЙ слёдуетъ, что въ общемь ршени (171) 
: й 
С = =0 


Изь условй с) и 4) заключаемъ, что 
р 
С, =0,, туз 
Слдовательно, _ 
у т=ят, 
в 


тд в=12,3... 


Для частоть равличныхь типовъ колебан!й получаемъ значеня 


ат’ 4 ат _ ат 
В р = р › В  ' 


Соотвфтетвующе пероды колебанй будуть имфть так! я значошя 


32 _?Р ТЕ Е 2Р 
ат п Е’ 4 
РТ 
И... .. о. (19 
29 И в (179) 


Перюдъ колебан!й для стбржоя изъ заданизго матерала будеть. сл®до- 
вательно, пропорцюналенъ квадрату длины и обратно пропорщюналенъ 
радрусу инерши поперечнаго сфчен!я. 

Формы искривленй при различлыхь типахъ собетвонныхь колебай 
опредзлятся выражёшями для соотв тствующихь нормальныхь ф-Ёй: 
=, Хх, сви 21, Хх, Су вт Вт. .. 

Первому типу колебая]й соотвЪтствуеть искривлен!е стержня по си- 
нусоидё съ одной полуволной. Для второго тапа колебан!й будемъ инфть 
дв полуволпы,-—по серодинв пролета получается точка перегиба. Третьему 
типу кодебадй соотвфтетвуеть подраздёлоше стержня на три `полу- 
волны ит. д. 


Х, = 0, в 


— 209 — 


Въ самомъ общемъ вид свободаыя колебашя для равсматриваомаго 
случая могутъ быть представлепы такъ (ф-ла 172) 


со 
У зе ТЕ (Дровре + Втр. Чень (©) 


==! 


у 


Коэффищенты А; и В, опредвллются изъ пачальныхь обстоятельствъ. 
Предположимъ, что начальное искривлоне и начальное значен!е ско- 
рости вадано намъ такимъ образомъ: 


=: (= 


Полагал въ общемъ выражеши (6), # = 0, получинъ 


ге = Уд ®......... (0 


Для полученя коэффищентовъ 4;, поступаемъ по извфстному пра- 
вилу, множимъ об частн равенства (/) ва эт М” 47 и интегри- 
руемъ въ предвлахь оть 0 до [- При’ этомъь всё члены бевконечнаго 
ряда, кромВ члена съ коеффищептомь А;, пропадаютъ, и мы получаемъ 


$ 7 
ОД ге в ыы в-д [= по 
: } 


Сльдовательно, 


4—7 Го я ПР нь... ® 


Для получешя коэффищентовъ В, соетавляемъ производную по зре- 
мени оть выраженя (6) и полагаемь въ ной { = 0, тогда получимъ 


ч ‚ 5 
= Ува р, 
откуда находимъ 


(ее + (№ 


Предположимъ, напримфръ, что въ начальный номенть стержепь не 
искривленъ и посредствомъ удара участку стержня весьма малой длины 
8, расположенному въ равстояни с отъ лёвой опоры, сообщена началь- 
ная скорость ®,. Въ такомъ случа Г (2) = 0. Что касается ф-йи у, (2), то 

$. П. Тимошешко, и 


— 210 — 


она обращаотся въ нуль во вефхь тозкажь, кромё точки 2 =, соот- 
вЪтствующей м8сту удара, глё Х, (©) =%.. 

На основа (9) заключаемъ, что всё коэффищепты А, обрацаются 
въ нуль. Для коэффишонтовь В; изъ выражешя (1) получаемъ 
2 5 а) #6 
908. 5 — 


В 


Слъдоватольшо, колебания стержня, которыя при этомъ возвикають, 
представатся тахъ 
6. о 
т -й 8—7 5 р 


Если ударъ произведенъ по серединф пролета, то с =: и м 


будемъ имфть 


3%9 11. 1, 1. 35 
(5 яп тр, т — тр 
} 1 2: 1 
+1 т Эта. зар, — ) 
р 1 и 


Вь атомъ случаЪ возникнуть лишь колебантя съ ночетнымъ числомъ 
полуволиь. Члены полученпаго ряда быстро убываютъ, т. к. 2, пропор- 


цопально 7. 

Разсмотримт топорь, накъ влыють сплы инерции, соотвфтствующия повороту 
сёчешЯ п насательныя напряженя ва помодь соботвенныхь колебышй стержня 
съ опертыми концами. Для этого обратимся къ ур-ю (178). 

Раздьиия его па величину = 1 обозвачья черевъ ^ радбрсь пыерцы попе- 


рознаго оёченйя, получамъ 


му, Ру Е) му и ду 
. ал. т 99 
95+ я (тон) ту = сень. 


Для у сохраняютоя на козцахь тащя же услошя, изкъ п въ предыдущень 
случаВ *), когда Мы пользовались менфе точвымъ ур4емъ (168). Ти колобъыЁй 
порядкв т продотввитоя такъ 


у= Сет т ооврие 


1) Тань какъ нё нонцахь прогибъ и ивгибающ:й момевть обрещеются 5Ъ нуль, 


то слфдуеть половины У=О в 0. Въ таномт, случа ва осповашшт (0$ 88 


Фу 98 
получимъ вв конф Е. Вотьпляя выфого сдвига В ого выражове чорезъ по- 


перечную силу, найдемъ для копцовъ 
РУ 1 89 1 ТРУ 
358— р ад” Ру 9’ 


Величана ога ралва нулю, т, п. ца опертыхь ховцахь у==0. 
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Вотавлян зто вт. ур-10 (1), получимъ дяя опредьлеши 


уе 
ат ии ие Е 
РВ Рй` 


ели взять лишь первые два чавии ур-+я, то получил, дяя чатом предиев 
значен!о 
эй ат 
2" ==. 


Черозъ А обозначена длиша тёхъ полуволиь, на которыя отержопь подразив- 
инотся при полобыцихь. 
ЗВальъ три порпыхь члеле ур-л (1), мы тфмъ самымт, зведомтъ попралну па ви- 
н{о силъ инорци, ооотифлттующихь повороту свчов. Счатал эту поправку ма- 
лой величиной, найдемь 
т т (1- 1 = г) 


Фь 5 


Величина поправки, какь мы видиыъ, возрастаеть съ уменыленемь А, т.е 
съ увеличешомъ числа волпъ, па котормл подреадрилется сторжень при колеба- 
шяхь. Если взять стержень прямоугольнаго овчоня п предноложить, что Х ръ 
десить разъ больше высоты офчени, то поличина допразки зюставляеть нфеколько 
больше 49), Чтобы окфнить вино касалельныхь силт, вужно обратиться въ пол- 

- вому ур-+ю (). Ветавлля въ послдыйЙ члонь этого ур- пмфото р» его первос 
прибляяюв!о 5, легко ноназать, что при малыхь вначьшлхь пеличипи тг 
ототь членъ предотавшиеть собой малую воличину второго порядка. Озбрасывая 


его, найдемъ для р выражене 
СЯ 12 Е 
р р -$ п" (1 С #8] 


Для прамоугольнаго сбченн мото положить 


Й 
Р=З, 


\ром5 того 
8. 


8 
Е 


Слфдовательно, 


рв=1 


Поправка на касательных напряденя въ четыре раза больше попразии па 


сияы инердён пращезя. 
Равсмотримь теперь колебаня стержня со свободными концами. 


Въ этомь случав будемъ имфть тавя погравичныя условя 


5) = 5 (=) 


@ёх . #Х с 
9 (5.89 (5). 
Чтобы удовлетворить условяыъ @) и 6) нужно въ общемь выраже. 


вы (171) для иормальныхь ф-й положить 
бу 0 =.0: 


* 
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Въ такомъ случаЪ 


Хх=0, ( 608 И=+ду”» 
4“ Й 
+6, ( у?=+*?») шее. (т) 
а а 


Услоня на другомъ конц стержня дають намъ два ташя ур-я 
с. — 608 у: ей у: )-- 6-я и: 8 ИЁ: ) =0 
а & а а 
„р р _ у В 2} )= 
с. (Утв а) с, ( в У УГ) =0 


Ур-я эти могуть дать для С, и 0, рёшешя отличныя оть нуля 
лишь въ томъ случаф, если опредёлитель ихъ обращается въ пуль, 
т. е. если соблюдено услове 


_ — _ _ 
(- 603 Ие+я 1) = 8} Ия Ить 
а а а а 


или принимал во внимаше, что 


1-м -ь 
а [2 
ИР УРт=т. о: ..: 680) 
а & и 


Это и будеть нужное намъ трансцендентное ур-18 для опредфленя 
частоты различвыхь тяпоръ собственныхь колебанй. Опредфливъ теперь 
изъ (п) отношене О, : 0, и встававъ 


эго въ (т), найдемъ выражев!е для 

фин" а соотвётствующихь ф-4й, опредёняю- 

щихь форму искривленя стержня при 

——_>^ колебашяхь. Кривыя для первыхъ 
вил 8 Збан! 


трехь типовъ колебан!й представлены 
на чертежв (77). 
Пользуясь обозначенемъ 


. @ 


получаемъ 


перепишемъ ур-1е (180) въ такомъ вид 
в Ё=1.. 
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Иервые пять корней этого ур-я, опредзляющихь частоту и иерюдъ 
первыхь пята типовъ колебай стержня, приводимъ въ нижеслдующей 
таблицв 


в ь 


*%, 


4 | ь 


4130 | 1,858 | позво мая 1129 


Если оба конка стержня задфланы, то граничныя услошя напи- 
тпутея такъ 


пень ное. о [= 


Изь первыхъ двухъ услоый слёдуоть, что въ общемъ интеграл (171) 


нужпо положить 
а=С, =0 


Два друйя условя приводятъ насъ къ ур4ямъ 


6, вв Ин-я г] +4, У-жу?1) = 
с, == Ива +, ( оз / 1 & Ут) =о 
@ [2 [2 а 


Откуда для опредфлен!я частоты колебан!й получаемъ прежнее транс- 


цендентное ур-+е (180). 
Для стержня съ лфвымь задфлапнымь и правымъ свободнымъ коя- 
цомъ найдемъ изъ условЙ для лВваго конца 


а=4=0 


Условя па свободномъ концё приводятъ насъ съ ур-1ю 


Иа а = —1 уе о . (181) 
а & 


Первые шесть корней. этого ур-4я приводим въ пижеслёдующей 
таблиц 


& 


“| цы 


1875 | 4,694 | 1,855 | 19,996 ат 11,279 


Подобнымь же образомъ могуть быть изелВдованы колебашя и при 
другихъ способахъ вакрёпленя концов. 
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$ 40. Вынужденлыя поперечныя колебашя стержпей. 


Инфя выраженя (173) и (174) для потенщальной энерми и живой 
силы сторжня, мы можемь составить лифферепщальныя ур-фя движетя 
(146)’ и изслфдовать вынужденныя колебатя прп любыхъ раскачиваю- 
щихь силахъ. Въ качеств*в простРЯшаго примфра. разсмотримъ вынужден- 
ный колебашя балки съ опертыми концами. Въ этомъ случа, какъ мы 


видзли, 
=> 


= Уи 1. ....:.... @ 
4—1 
и выражешя (173) и (174) перепишутся такниъ образомъ 


=> че 


Уш.....® 


Ур-я (146’) представятся въ такомъ видЁ 


а ы 


к 2 
о: еее (©) 


фи + 


и намъ нужно только въ каждомъ частпонъ случа вмфсто Ф, вставать 
соотвтствующее зпаченю обобщенной силы. 
Общий ивтегралъ ур-фя (с) будеть 


2 РИ й Ят’а 
ф,= 4,609 }_ +В т —я- о ва —- 


Ва.) 
Первые два члена представляютъ собой свободныя колебашя, опре- 
дфляемыя пачальными обстоятельствами движешя, трей члепь даетъ 
вамъ колебаня, вызванныя силой Ф, Найдемъ эти послфде!я колебайя 
для нЪеколькихь частвыхь случаевт. 
Предположимъ, что балка АВ 
(чорт. 78) раскачивается силой 


Р = Рот п 


—_—_ К ——_ : 
Черг. 78, . приложенной въ равстояи с оть 

лЪвой опоры, Найдемъ соотвфтетвую- 

щее вначен!е Ф, Для этого въ общемъ выражен!и (а) дадимъ координат ф,, 
праращен!е 5 $. Этому будеть соотвЪтствовать искривлен!е балки по кривой 


. ка 
Зу ==; в —. 
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"Гочка приложеня силы Р совершить перемфщеше 
р кс 
Ф:9т ——, 
и нужное намъ выражеше для обобщенной силы найдется изъ услов!я 
‚ тс . > 
бо; т В т =5ф; 6. 


Слёдовательно, 
Ф, 


‚ 218. 
Ро яв рт 2. 


Вставляя это въ посяёдеЙ членъ выражен!я (4), найдемъ для коле- 
башй, вызванныхъ силой Ф, выражен! 


58 [2 
—я - ук 8 . 
Я (1 — в И) й 


Вставляя этоть результать въ (8), получимъ 


о 56 р т та 
20Р В И. 
у= “ 7 Зла 88 


=! 


__. о мх . РИ 
35° 5—7 т ро 


2%Р,Ё й й 
угла у Р (та? — ТИ) ‚... . 082) 


= 


Цервая сумма полученнаго рёшеня представляеть собой вынужден- 
ныя кодебашя стержня. Перодь ихъ такой же, какъ и перюдъ раска- 
чивающей силы. Вторая сумма даеть намъ свободныя колебаня, выяы- 
ваемыя силой Р. Колебашя эти, благодаря сопротивленямъ, затухаютъ, 
и практически приходится считаться лишь съ вынужденными колебашями 

нео обр ЕО от те 


. 
мгу 1 .... (88) 


Колебан!я эти могутъ получить особенно большую амплитуду въ твхъ 
случалхъ, когда внаменатель какого-либо члена ряда близокь къ нулю, 
т. е. когда перюдь раскачивающей силы приближается къ перюду 
одного изъ типовъ собственныхь колебанй, 

сли раскачивающая сила изняется весьма медленно, величина в 
будетъ малой, и мы, отбрасывая въ знамепателяхь членовъ ряда вели- 
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чину и'Р, придемъ къ статическому прогибу (сы. $ 12). 
= 
20 Рьй эт 1. же. те _ 
У = ура У п 
= 
22 Р, т ш У: т те я та. 
В =“ р 1 1 


Предположимъ, что раскачивающая сила приложена по серединь 
= В : 
пролега. Въ такомъ случа с == $. и выражение (183) представится тавъ 
3х ‚5 


‚ ТЯ ‚ 
8 5—7 т 


29Р.Ё т ий + . 
у ЕР метр о ЗатытИ Митя 


Если перодъ раскачивающей силы зеликъ по сравнению съ перодомъ 
основного типа собствочвыхь колебан!й стерлия, то отпошене 
яр 
та 
будеть малой величиной, которую обовначимъ черезъ а; тогда получимъ 


‚ т® ‚ Зт ‚ бт 
й эт —^ т — 
27 Розти 1 1 + 
У Лк 1-е рам 
и такъ какт преобладающее значене имфеть первый членъ ряда, то ны 
можемь заключить, что 


9,1 


тре. данамичосйй, прогибъ получается умножешемъ статическаго про- 
гиба на дробь в ‚ АВ а? представляеть собой квадрать отяошеня 
пер!ода основного тона къ пер1оду раскачивающей силы. Если, чапри- 
уфрь, 5то отношенйе равно 1, то динамичесвй прогибъ превосходить 
статичесый, приблизительно на 60/. 

Огь сосредоточенной силы легко перейти, путемъ суммирозаяя, къ 
системВ силь или къ какой угодно сплошной иеремфнной пагрузкф. 
Предположинъ, напримфрь, что весь пролеть балки покрыть равном р- 
ной нагрузкой, интенсивность которой мзняется по вакону !} 


4=4 т. 


2) Подобную нагрузку предолавляють, наприибрь, она инерщи, нерибаюния 
зпаролозный опарнныь поотойинаго поперечпаго сфченя. 
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Для полученя вынужденныхь колебанй нужпо въ выражешю (183) 
вставить вифсто Р,, величину 4,4 и потомъ проинтегрировать въ пре- 
дфлахъ оть О до {. Такимъ путемъ пайдемъ 

‚ т; 
52 
эти... . (184) 


Полагая въ знаменателяхь всфхъ членовъ ряда и == 0, т. е. пред- 
полагая безкопечно медленное изминене раскачивающей нагрузки, при- 
демъ къ извфстному выраженю для статическаго изгиба балки равно- 
изрной нагрузкой 9, 5 я. 

Равсмотримъ топерь колебаня балки, возникающуя подъ дФистшемъ 
постоянной салы Р, ивремфщающейся вдоль балки съ постоянной ско- 
рослью 9. Вели время отсчитывать оть момента нахождешя силы надъ 
лфвой опорой, то въ моменть { точка приложен!я силы будеть отстоять 
оть лёвой опоры на разотояне с =. Для получен1я выраженя 0об0б- 
щеяной силы Ф, дадимъ координат $; въ выражени (а), приращенше 8$.. 
При этомъ точка приложеня силы Р перемфстится па величину 


°, $16 „ 2% 
5, т 7 = физ — 


и обобщенная сила найдется ивъ условя 


‚ и 
Ф, 5%; = Рёр; т —. 
Вставляя найденное такимх путемъ зпачеше Ф; въ тремй члепъ 


выраженя (4), опред®ляя ф; и подставляя его въ (а), найдем 


=> и 2 150 5 ат; й та 
20Ре У "т. щи 29РВ% У= т" р 
ТЕ Я та — пй) 8т —7 1Еа Яра? — 97) 


1 1 


Первая сумма полученнаго рфшеня даеть колебан!я, зависящая отъ 
скорости движешя силы Р по балкЪ. Это будуть вынужденныя колё- 
банйя системы. Вторая сумма представляеть собой свободныя колебаня. 

Если уменьшать скорость 9, то въ предзяв. мы придемъ въ стати- 
ческому изгибу балки. Стоить только въ полученпомь ртов (185) по- 
ложить ® = Ои {1 =с, и мы получимъ 
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что совпадаеть съ извфстпымь выражевемъ для изогнутой оси балки, 


при статическомъь д®йстыи силы Р. 
Разсмотримъ подробнфе тоть случай, когда знаменатель одного изь 
членовъ выражеяйя (185) обращается въ нуль. Положимъ, напримфрь, 


ит = В. 


Такь какь перодъ основныхь колебан! стержия равен (фола 179) 


ар 
== 
1 т? 
то, слфдователью, 
2 
=’ 


т. е. сила Р пробфгаеть пролетъ балки за время, равное половинф пе- 
рода основныхъ колебанй. При этомъ первые члоны суммъ, входящихь 
въ выражене (185), дадуть памъ 


м №. тм 
РР пт ая" В 
тт" "т мир ий 


Раскрывзя полученную неопредфленность, придемъ къ такому результату 
Р п & РЯ. + х 
9 +008 ит Е 2 ди 77. 


уРто тит + Га т 
. й В 
Наибольшаго зпачешя это выражен достигаеть при # = $ › когда 
оно раввяется 
_РЯ ‚ие _ РЁ ‚те х 
уРта 9" т ет уе, () 


Принимая 80 внимаше, что выдзленные пами два члена играють 
преобладающую роль въ общемъ выражен для прогиба (185), заклю- 
чаемъ, на основанш ([), что 


т 
9 72 9 У» 


т. е. при выбранной „нами скорости движения данамическй прогибъ, 
- принфрно, въ полтора раза больше статическаго. 

Разсмотрфвъ колебан!я, вывываемыя одной движущейся силой, мы 
можемъ получить, путемъ сложен я, колобавя, при дфйстви нзсколькихь 
движущихся силъ и, накояещь, разсмотр®ть колебаяя, вызываоныя оплот 
иымъ образомъ  распрелёлениыми движущимися силами ‘), 

2) Нфснольно примёровъ этого роде имфется въ цитировениой выше (отр. 190) 
пышей работь, 
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Въ качеств боле сложной задачи изслбдуемъ колебаня, вызываомыя 
въ балкВ съ опертыми копцами, равномфрно движущейся силой пере- 
мЪнной величины 

Р=РЬ, сз '). 

Разсуждая совершенно такимъ же образомъ, какъ и въ ранфе раз- 

смотрфнныхъ случаяхъ, найдемъ для обобщенной силы выражение 
‚ жи 
Ф, = Р, созщзт —. 

Вычисляя соотвфтствуюдщее значеше обобщенной координаты ф; и 

вставляя это въ (а), получаемъ для колебашй такое выражене 


= [0 ) р [80 р 
ре 98 (ря эт | —п 
;- т — 


9 — ЕЛ т й -б-км и 
та 
+9 И 186 
рее . (186) 
Здвсь для сокращешя письма введены. обозизчен!я 
я пр 


== 8. 


Полагая; въ выражени (186) я = 0, придемъ къ колебанямъ балки 
водъ дфйстыемъ постоянной движущейся силы. 

Если и = ый т. е. когда перодъ перемённой силы равенъ пергоду 
основного типа собственныхь колебанй, мы будемъ имёть явлеще резо- 
нанса. Выдфляя изъ общаго рёшешя (186) наиболфо существенные 
члены, найдемъ, что въ этомъ случаВ величина паибольшато прогиба по 
серединВ достигаеть, примфрно, величины *) 

2РР т 
ЕЛ ти да 

Этимъ мы закончимъ вопросъ о выпужденныхь колебанахъ стержней 
съ опертыми концами. При другихь способахь закрфплетя` нридется 
лишь составить соотвФтствующия выраженя для Г и Х. Разыскане 
колебанй производится такимъ же способомъ, какъ и въ равсмотр®и- 
ныхь выше прамВрахъ. 


— = 4 
ат ат 


1) Подобнаго рода дёйотгя будуть оказывать па мостопую бафку избыточные 
противовфеы наровововъ, — 
. 11 
*) Для моотовъ и мвлал дробь (с бло ®). повгому прогибы, выецивомые 
проянаовфсами, въ луче? ревонанов` могуть достигнуть весьма большой величии. 
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$ 41. Колебаня стержией въ упругой сред ‘). 


Предположимъ, что колеблющся стержепь пря изгиб® вотрьчаеть сопроти- 
влошя среды, пропорщюнальныя въ каядой точкф прогибу стержня. Если прено 
бречь ивесой упругой среды, считать 06 невфоомой, то изолёдовьн!в, какъ свобод- 
яыуЪ, такъ и вынужденныхь нолобен!! стержней не встрёчаеть никвкихь витруд. 
нон. Разсмотримъ здфсь, въ нелости примфре, колебавя стержия съ опертыми 
концами, 

Кинетическая энерйя системы будеть такая же, кекъ и при отоутстым упру- 
гой среды, в потенщельная энермя составится иаъ двухъ частей, изъ эвермя 
изгиба стержня и изь энермя деформыши среды, Танимъ образомъ, будемъ 
иыфть 


У 
ТРЕ У ол 
4 У- , 


. .@®) 
Ура (146') получають таной видъ  - 
Си. 9 ЕЛИ 29 
$. ‚че (Р ст +=: а. ©) 


Если козффищенть №, харантеризующЕ жесткость упругой ореды, положить 
равнымь нулю, то получимъ ур-+@ (6) предыдущаго параграфв. При изолфдовани 
колебалй, мы можемъ воспользоваться полученными выше ртен(ями для стержня, 
со свободной боковой поверхностью. Стоить только пъ нихъ поставить 

ыС Елин В 

—в; величину оп, 
и мы найдемъ соотафтствующее выражен!е дпя колобан! стержня въ упругой 
средь. Возьывыъ, нвпрымфръ, расквяипан!е стеряия силой Р- Р, т 1!, приложен- 
ной въ резстояни с оть пфваго нонца, На основании (183) пишем для вынужден- 
пыхь колебвый выражев!е: 


вмфото 


Е 
= Ем Лау 

Если въ знамонвтеляхь члоновъ полученнато рядь положить в==0, то при- 

демъ мъ статичесному изсибу стержня, лежащаго на улругомъ ооноввяи, подъ 

дЬйстНемъ сяпы Рип». Чтобы отъ слейики перейти къ динамик, нужно, какъ 
видно изъ (с), козффищенть #, замфнить меньшей велячиной 


р 
ле нананин с. (@ 
9 
Динампчесь!! эффекть сказывается канъ бы въ уменьшения коэффищента жеет- 
кооти упрутвго основавйя, н танъ какъ аадвча о отатичесномъ игибф для стержня, 
лежащато вв сплошномъ упругомъ оснорвыш, рфшаетоя безъ воякахъ ветруднев!# 
(63), то форма иагиба для вынужденпыхь копебьы!, предотавленныхъ безнонеч- 


НЕЕ 


1) См. нашу работу, Шь вопросу 6 вибращижь ельсь, Изв. Электр. Ивот. 
т. {1915 г). 


вынь рядоиъ (с), легко можеть быть дан из замкнутой форый, Во сказвнное 
оставтея въ сялё при пореходь къ стержню безнояечвой длины, Въ отомъ случай, 
отетияьсый изгибъ представляется такъ 1} 


урие * (208 ад + таз). 


Здьсь 2 отознтыввется отъ точки приложеля снлы и 


а = Ре ы 
48 
Если выфето # вотавить величину Ё, опредфаяемую рапенствонь (9), то ны 
получиы® динамичесый иогибъ отеряшя безкомечной длины, подъ дёйотномъ 
поремфииой сиды | 
ВЕР, тм. 
Для получешя колебан!, возникающихъ подъ дв#стмемъ силы Р, двикущейся 
по стержню о постоянной скоробтью, мы моямъ воспользоваться рышон!емт (185), 
Вотевляя вы®ото а? его значение (169) и азмняя 
ле аъ Е, М 
ЗВ 169 эн + 


получимъ для вызужденныхь колебав{й стержпя, лежащего нё сизошномь упру- 
гомъ основав!и, такое выражен 


ео к (8) 


< 


Если въ полученномъ рышол положить =0 и ==, придемъ къ павфот- 
вому ныраженью (81) дпя сталическаго иатибв стержия, лежьщего на упругомъ 
оововати, сосредоточенно силой Р. Динамнчесвй прогибъ отличается оть статя- 
зескаго тЪыт, 910 въ знаменатель каждего члене ряда (е), входить добавочный 
члевъ 


представаяющиит нзгабъ стержня оъ опертыми коицами, лежещато на сплошномь 
упругомь основали, п ежимаемаго продольными силами (5 15), позволяеть за- 
включить, что ви нв прогибъ переыбщеня ипагибающей силы таково, какъ и 
влв!8 продольной ожимающей силы 5, опредфляемой рапенствомъ 


ЕЕ... 
9 
Заключен! это, копечво, будеть сохранять свою силу и пъ томъ случай, когда 
мы будемъ безиродёльно увеличипать длину стержня, . 
Мы ввавыт, что поотопенио увеличивая продольную сжимеющую сняу, можно 
достагнуть критическаго ея значен!я, при которомь прямая форме ревповьия 
стержья перестветь 6} устойчивой и стержень искривляется. Соотвётетвенно 


3) Ом, отр. 6, 
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лону, пъ ризематрииломой задич динамики, можно найти критечоскую скорости, 
для лоромфщошя силы Р. 
"Такъ какь 


10, на осповаши (1), 


Примфаяя эту ф-лу къ пашемт жолёаводорожвымъ рельсомъ, мы получили бы 
Дия”, значоне во мвого разъ проносходящоо скорости, встрычаюнияея па 
прадтикь, : 


$ 48. Колебаня стержней перемфннато офчещя. 


Въ случа призматическихь стержней изслфдовайе колебаний \ не 
встрёчаеть какихь лнбо затруднешй, такъ какъ разыскан!е норизльныхь 
фЪ-Й приводится къ интеграровашю линейпаго дифференщальнаго ур-1я 
{170) съ постоявными коаффищентами Задача становится болве слож- 
ной, если сЪчеве стержня мфияется по длинВ. Въ такомъ случаВ для 
опредфлен!я собственвыхь колобан!й стержня пужно обратиться къ рЪ- 
шенйю ур-я (167) , , , : 

ТИ уе нье. (а) 
97 9 д’ 
въ которомъ 7 и Г будуть заданными ф-ями оть 2. 
Полагая, какъ это мы дфлали въ случа» призматическихь стержней, 


у = Хе, 
мы получимъ для нормальныхь ф-1 такое дифференщальное ур-1е 
9: 9х а17Р 
(2752) Хо... - 089 


Лишь при н%которыхъь частныхь задавяхъ относительно Ла Г 
удастся вайти ивтеграль этого ур-]я въ замкнутой форм *). Въ дру- 
гихъ случаяхъ приходится искать рёшене ур-1я (187) въ фориф бевко- 
Нечпыхъ рядовъ *) или польвоваться приближеппыми методами рше- 
#8, напримЪръ, графическимь мотодомъ или вычислительной методой 
С. Вивёе. 


2) Сы. стр. 185. . 

3) Такъ, папрныръ, для случая стержней, ныфощихь форму клипа или но- 
нусл решой!е получается при помощи $4 ВезвеРя. Сы, Кховной Век шег Мо- 
пабафемерн во 1879 г. отр. 816, Подробпоо. изяожене ревультатовь КоВоЁ?а см. 
Тодииювег ва. Реагвол, Ногу... то] 1 ры Ц $ 1802. 

Рлдъ вадачь о поперечвыхь колебал{яхъ стержней поремфннаго сёчен рёв- 
смотрёшь въ пнег А. Н. Длипико: Приложения функц Бесселя къ задачамъ 
твори упругости ч, 11 (1916 г.) 

3) Ом. В. Сушенковъ, Иен. Петерб. Пол, Инот, т. ХХ {1914 г.). 
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если отклопеня стержня отъ призматической формы малы, то для 
вычислев!я частоты собственныхь колебавй съ успёхомъ можеть быть 
примфпевъ приближенный методъ Вау!ее'я, которымъ мы не разъ поль- 
зовались въ элементарномъ курсв сопротивлевя матермловь. Сущность 
этого према заключается въ томЪ, что при маломъ отлищи формы стер- 
жия оть призматической, можно припять типъ колебанй его такимъ же, 
какь и для призматическаго стержня. Задавтись типомъ волебашй, мы 
т6мь самымъ обращаемь нашу систему въ систему съ одной степенью 
свободы и такъ какъ выражешя для Г и Т’ могуть быть составлевы 
бевъ велкихъ затруднешй, то частота, соотвфтствующая выбранному тину 
колебан!й, легко находятся. Оказывается, что даже грубыя предположе- 
тия относительно формы искривлешя колеблющагося стержпя даютъ 
вполнВ удовлетворительные результаты для 
частоты колебан!. Возьмемъ, наиримфръ, приз- 
матическй брусокъ съ одпимъ задфланнымь 
и другимъ свободнымъ концомъ (черт. 79). Для 
этого сяучая имфется точное рёшен!е (8 39). 
Найдемъ теперь частоту основного типа ко- Черл. 19. 
лебан!й приближенпымъ способомъ Вауещ’я, 
Вь качеств% формы аскривлешя, соотв тствующей этому типу колебатий, 
возьмемь кривую изгиба стержня подъ дфйстмемъ собственнаго вфса. 


‘Гогда, 


ГБ / прогибъ стержня на свободномъ концз. 
Для У и Т получаемь выражетя 


+ 
7 Г, вы. 
у (ая 5} 
; 


1 


ТРЕЕ а 82 ТИТ 
тете ВЫ . - (5 
% 
Ур-1е движешя (146) напашется такъ 
14, 16 ЕЛЕ _ 
чу и го, г... 


откуда для частоты основного типа колебаний получаемъ 


ве ИВТЯ _, ТЯ ла 
в ит ТРЕ = 3580 | грь= 3530 р, 


гдё а имфеть прежнее значенуе (169) 


— 2 — 


Точное рЫшеше для этого случая даеть намъ 
ЕТ 9 
ТРЕ 


и! == (15875) 3,515 


погрьшность приближеннаго рёшся около ‘/.0/. 

Нели взять форму искривленя, соотьтствующую изгибу стержня 
слой, ириложопвой на конц, то поступая, какъ и въ предыдущень 
случаЪ, мы получимъ частоту съ погрёшностью въ 1‘/,%/. 

Увеличене погрёшиости объяспяется тёмъ, что ата кривая изгиба 
не удовлетворяетъ условю 6)..= 0 па свободномъ концв колеблю- 
щагося стержня. 

Пользуясь тёмъ же премомъ, легко оцфвить вМяне добавочнаго 
груза, прикрфиленпаго въ какомъ либо сфчови стержня, на частоту ко- 
лебанй. 

Продположимь что къ свободному концу стержня прикрёпленъ 
грузъ 9. 

Сохраняя прежшй типъ колебавй, мы должны оставить безъ измф- 
пен! выражеше для потенщальной энерми. Значене живой силы из- 
иЪнится, придется къ прежнему выражевню (5) присоединить живую 
силу добавленнаго груза 


14 да 
29 г 
Соотвфтствелно этому ур-е (с) вамфнится тТакамЪ 
104 17 Я и 1 ЕР _ 
(5 я =)" 0... - 
и для частоты основного типа получимъ реке 
2 = 3.530 ЕР 9 3,530 4 1 , 
т 406 1 ‘)” т 1. 46а 
[ 104 764 9 


тдё черевъ 9 обозначен вфесъ стержня. 

При весьма маломъ значеши 4 полученная формула даетъ р съ бозь- 
щой точностью, но и въ другомъ крайпемъ случаЪ, когда 4 весьма ве- 
лико по. сравненю съ @, точность нашей ф-лы оказывается вполнф удо- 
влетворительной. Въ самомъ дёлВ, полагая въ ур-фи (4) величину у 7? 
равной нулю, найдемь для частоты такой ревультатъ 


—1/ 16 8/9 
5=Уъ тЫ 


Точное ршен!е, на основаи извёстпаго правила для системъ сЪ 
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одной степенью свободы ($ 33), напишется такъ 


= Из 


Погрёшность приближениой ф-лы въ этомъ крайномь случав нф- 
сколько больше 3°/4. 

Совершенно такимъ жо способомъ, какь мы сейчась учли влын!е 
добавочнаго груза, можеть быть оцфпено вляше на частоту мфстнаго 
осяаблен!я сфчешя стержня. Легко показать, что ослаблев!е сфчешя 
у свободнаго конца стержня, уменьшая главпымъ обравомъ кипети- 
ческую эперчю системы, повлечеть за собой увеличене частоты коле- 
баый. Противоположное вщяше окажеть ослаблен у вадфланнаго 
конца. 

Замвтииъ здфеь, что примфняя приближенный ыетодъ, мы всегда бу- 
демъ дзлать погрёшность въ сторону преувеличен!я частоты колебанй. 
Навязывая стержню опредёленную форму искривлешя, мы тЪмъ самныъ 
какъ бы идомъ въ накравлеши увеличен!я жесткости системы ‘). 

Вь тёхь случалхь когда форма стерждя значительно отличается отъ 
призматической, точность приближепнаго рьшеня Кауюеей‘я можеть, 
оказаться недостаточной, въ особенности при изслфдоваши высшихъ ти- 
повъ колебанй, Здёсь умфстно воспользоваться методой ВИ2‘а *), кото- 
рую мы уже примфняли при изслдовани изгиба стержней перемвннаго 
сфчен!я, лежащихь на упругомъ оспопави {8 7). 

Примфняя способъ ВИга, мы интегрировапю дифферекщальнаго ур-{я 
замфнимъ разыскашемъ услоый для тах. или т. нфкотораго инте- 
грала. Для составленя этого интеграла воспользуемся началомъ в08- 

` можныхь перемфщенй. Примфняя его къ силамъ инерщи колеблюща- 
гося стержня и приравнивая работу силъ инершй на всякомъ возмож- 
номъ перемфщен!и соотвЗтствующему приращешю потенщальной зверя, 


получимъ 
р 
ТЕ ФУ и _ 
вт + зн Ио. 
Е 


Ветавляя вмвсто 7 ого выражене черезь у и считая, что при ко- 
лебашяхь у ифняется пропорщонально с08 р, придемъ ‘кь такому ре- 


1) Отрогое доназвтельство этого положеня принедпелить Вау1е1яВ‘у. 

Ом. ТЬвогу обвопа@ стр. 113. Имъ показано такте, накъ можеть быть вычи- 
олено второе пряближен1е для частоты, въ ноторомъ учитывается немфнешо ти- 
пов колебаний, обуоловлелвое малыми намфнен!ями въ оиотемф, 

2) Вне прямфниль свой методь въ иволёдоввнно колебашН прямоугольной 
пластинии 00 свободными креями. См. Аавыеа 4. РЬувШ Ва. ХХУПЛ (1909 г.) 
отр. 797. 


С. П. Тимошояко, 15 
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зультату 


: 
ВУ (Фу ТЕ, _ 
[| (# 59| 0...... (8) 
у 


СлБдовательно, искомая частота колебаний и соотвфтетвующая фориа 
искривлешя найдутся ‘изъ услобя мах или т интеграла 


: Фу ТЕ 
[7 тр г =5 ...... 0 
8 


при задавпыхь условяхъ на концахъ . 
Разыскаше мах или ти интеграла (Г) по правиламъ варгащопнаго 
исчислен!я привело бы насъ къ ур-Шю (187). Мы поступимъ иначе и 
вадачу варащоннаго исчислонёя замфнимъ разыскашемнъ простого тах 
или т, 
Для этого мы возьмемъ приближенное выражене для у въ видё ряда 


у, а, ® на +... та, $, (2) .... (8) 
Фи $, (2)...Ф, (2) пояберсмъ такимъ образомъ, чтобы он удо- 
влетворяли уеловямь на кокцахъ стержня. Коэффищенты а,...а, 


играютъ при этомъ роль коордипать. Беря рядъ (9) съ и членами, мы 
обращаемь пашь стержень въ систему 6ъ п степенями свободы. Для 


падлежащаго выбора эначешй @,,...@„ мы иепользувыь услове (е). 
Вставляя въ него вмвсто у его приближепное выражеше у„, подберемъ 
в... а» такь, чтобы были соблюдены условя 

95, . 95. - 985; . 
то = О,... = ..... (4 

да, да да. 
Эта система ур+й дасть намъ вовможность найти соотношеше между 
козффищентами 4,,...4, и частоту колебанй, Огравичиваясь первым» 


членомъ ряда (9), мы получиьъ первое приближеше для частоты коле- 
бан!й; оно будеть соотвфтствовать приближенному рёшекно Вауее"я. 
Нрисоединяя послёдуюпие члевы ряда (9), мы будемъ получать даль- 
изйш!я приближеня. По разности между двумя послВдовательными при- 
ближешями можпо составить себё пфкоторое представлене о степени 
точности получаемыхъ результатовъ. 

Ходь вычисленй выдснимъ на частиомь примфрё. Найдемъ частоту 
основного типа колебан! для клина, имющаго постоянную толщину 
въ направленёи перпендикулярном плоскости чертежа (черт. 80). Для 
этого случал имфетсл точное р№шеие 1). Оно даеть для частоты основ- 


у) Сы. Ешонной" ВегНаег МопалаБеноние 1879 г. отр. 815. 
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пого топа значене 


18 2 ширипа клина въ плоскости задфлки, 
Примфпимъ теперь способъ 
Виа. Для упрощеня выкла- 


докъ преобразуемъь предвари- х 
тельно услове (6) введешемъ 
повой перемфппой &, положивъ 
=? 
р Черт. 80. 
Въ такомъ ры 
р ы з 
кой 
5. = Изв р ра. ВИТО 


Установимъ теперь для у условя па копцахъ стержня. На лёвомъ, 

свободиомъ копцф момовть и порербзывающая сила обратятся въ нуль 

°въ свлу равенства вулю площади поперечнаго * сфчен1я. Что’ касается 
праваго, задфланнаго конца, то для него имфемъ 


ыы. о, 8. НЗ. = 


"Рядь (9) можеть быть въ данномъ случа взять въ такомъ вид 
ри , 
= — 1) а ыы, . (®) 


а . 

Легко провфрить, что при & -— 1 выражовя для у и ого производ- 
вой обращаются въ вуль. 

Чтобы получить первое приближеню, огравичимся первымъ членомъ 


рада (#), тогда 


„ Фи 
ии 1 Чы=2а, 
Вставляя это въ выражене (/') и выполняя указанное интегрирова- 
10, получимъ 


821 38° 30 


15% 


Изъ уря 


паходимъ 


в =р 


Изъ сравношя съ точиыиъ рёшешемъ заключаемъ, что погрёшнесть 
перваго приближешя около 3%. 
Для полузошя второго приближевя, положимъ 


9 = — 1 (@ + 419), 


тогда , 
;] 
ры =2 (а, — 24, + 34.8). 
Зетавляя это въ (/’), и выполняя иптегрирован!е, найдемъ 
и 24 
8 а зи , 2а,}* 5 @з (а, —2а,) + 6а,'| — 


(а За а 
#5 - 105 * 580) 


Условя мнт. для 8, приводять насъ къ ур-\ямъ 


25 0. 95, — 
да = 0 д, =° 
откуда получаемъ 
Ей 2: _ (2 Ед -6* РЯ —_ 
(=: зп 3) ( у зй 25) у 


ЗЕ й 2 289 № 2? — 
е ТЗ 15) += (5 узи 6)“ 0. 
Эта система ур-й можеть дать для а, и а, рёшеня отличныя оть 


нуля лишь въ томь сяуча, если ея опредёлитель обращается въ нуль, 
т. в. при услови 


(Е г. 5) РЕЗ _ в) (129 в } 0..0 
ЕТ 307 \5 1 3" 280, 5 7138 105 


Отсюда получаемь для р’ два зпачешя, МевьшИй корепь, соотвЪт- 
ствующ основному типу колебан!й, дасть намъ 


_ 81/9 
25 5319 у 
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Слфдовательно, второе приближене ужо обезпечиваоть весьма боль- 
шую точность для частоты осповного типа колебавй, Частота второго 
типа колебан!, соотвфтствуюгцаго большему корню ур-я (1), будеть 
опредфлена съ мепышей точпостью. Для повышеня точности и для 
изслЬдовашя высшихь типовъ колебанй приходится увеличивать тисло 
члеповъ ряда (%). Соотвфтствеппо этому возрастаеть число ур4й въ си- 
стемф (#) и повышается степень соотвфтствуювтаго опредзлителя. 

ЧТакимъ образомъ изслфдоваше собственпыхь колебалий и вычислоне 
соотвфтетвующихь перодовъ яе встрёчасть припцишальпыхь залрудне- 
в. Задача сводится къ вычислепю ряда интеграловъ *) и къ опредз- 
лению корней того урчя, которое получается путемъ приравниван!я нулю 
опредфлителя системы ур-й (#). 

Большое ‚удобство. способа ВИ2'а заключается въ томъ, что прим®- 
пен!е его не требуетъ, чтобы измфнене сфчешя стержня и его нагрузки 
по всей длин задавалось одной какой либо ф-4ей. На отдфльныхъ 
участкахъ законъ измфненя поперечпыхъ с®чей и нагрузокъ можеть 
быть различенъ и ф-и, представляюнуя эти измфнешя, въ нФкоторыхь 
свчешяхъ стержня могуть претерпёвать разрывы. Это обстолтельство 
позволяеть примфнять способъ Ви? *) къ изслёдованио колебанй та- 
кихЪ сложныхь системъ какъ, напримёръ, корпуса судовъ. 

При вычиолови чвстоты основного твпо колебавЙ будемъ разометривать кор- 
пусъ судна, какъ стержень со свободными конщеми, Предположимтъ, что измёне- 
в{а интенсивности нагрузки и моментовъ инерщи попоречныхь офчен! могут 
быть продотавлены оф достаточной точностью плавными кривыми. Пряцедемъ вы- 


численя`ддя того случая, когда эти кривыя--параболы, симыотрично овсполомен- 
ных относительно середины стеряля. Располагая начало коордипать по серединь 
и обозначен диину стержня череаь 21 будемъ имфть 
и/ЕЛО- я) РЕНИ 927) 
Для ф4Н 4: (2), эходящихь въ вырежевие (4), возъмемъ -эначон!я 


Ё 
оф соз МР ав ной ИЕ 
= лье, 68 
, %9 Уаогты -- ЯР 6%) 
гд® № опредфляетоя изъ убсловя 4) 
МИ 0. лень. 


*) Вычиолени-эти можно себ® значительно облегчить, соли пользоваться гото- 
выми таблицами поопредёленныхь интегроловъ, нопримёръ книгой @. Рем Вов, 


Тойвт ппБеве ини фег щбевтье, Геприй 1906 г. 
2) Иной способъ вычысдевя поопфдовотельныхь приблишюшй для честоты 


освоиныхь копобан# даль Моггоч. См. РЬПоворь ов! Маважие у. 10 (190 г.) 
тр, 118. 

з) Это вырежев!е предотавляеть собой нормальную ф-по четнаго порядке въ 
случоф колебан й прнаматическаго стержня со свободными копцами. 

% Урче (и) легно привести къ оовноденно ‘въ ур-\®мъ (180) стр. 212, если при- 
вать во лниман]е, что “ 
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Песко провфрить, чти ныбраиныя таклыт образомъ ф-11 ® (#) удовлотворлюии, 
услошяыъ 


ый: =" =0 
па свободныхь колдахт, сувржия. 
Вводя дли краткости обозначены 
-Ё ры 
А р Ра Да-вя аа, 1 фев... 
С: 


Е 
ваНдомт, что урля (#} получають такой виду, 


1=н 


Ув -л= 


Огражичиысл при вычненен!ялху перпныя двумя члономи ряда (4). Первыо два 
корля уря (1) пмфютт, зналеня 


Н=0; 6 =23650. 


Соотифтотвеило этому будем пмфть 


=, ф«@® = 

Первому члену рлда будетт. соотвфтетвовать пдромфщон! о стержпя, не сопро- 
вождеющевеся пагябомт. Второму члену соотвётотнуотт, изгибт, по кривой, полу- 
чвюидейся при основпомь тпоф колебашй призывтичоского сторжия со епабодными 
концами, - ` 


Полагая , 
+ (®) = у=' 
найдемь ва освовавн (1) 
бт в, =0 
ы 
аш [а — в ее = 98 (а орет) 


Ей . 
Вы == 0,888 с; В» 029108; Вы — 04481 В). 


Ур-я (4) напятзутол въ донпомъ случев такъ 


в; (а, —А Ви) на (а, — АВ) =0 
аз (аа — ХВ} + а, (аз — Виз) = 0. 


Приравнивел нулю опредфивтель этихъ ур-Ё н принимая во внныан{е, что 
аи ан =0, 


получиыъ для опродёльшя \ такое ур-1е 


р) -ма- 


Первому коршю этого ур-м () = 0) соотвфтотвуоть поремфщете стеряпя бовъ 
‘ 


*) Приздиные нише. результаты ваимстуемъ ивЪ. дипаомной работы отуд. 
Пет. Пол. Инах. Е. В. Крлоноперова.. 


иагиба, Второй коронь 


опродфляеть частоту осиовного типа колобанйЕ нашего етерлсля, 
На осповалёп принятыхь обозпачов!Й подучаемъ 


7 
2=УК =: 
их бт 
Приыфапьль эту ф-лу кь такому числоипону прмфру: 
Положим 
21—10; Л=20 ый; Ру =19 ть ви 


Соотвьтствующее водонзыцоше судна будоть 


2 
р=з.ти (1 — 0,0003 27) аз = оэ5160 вт 


По этимъ даинымъ находимъ пужвые памъ коэффицоиты 
ав =23.40.10-°; 3, =31,95; В, 37,50; Вь-1ьм. 


Въ такомь случай 
х=овИТ. 10° 


Полотая . 
В. арт, 
войдемъ 


50 = 
р И. 2.0'. ов 10 + ео, 


Зисло соботпепныхь нолебашй судиа въ минуту будеть 
* 


в 


№М= = 


Тоть видъ $4 (2), которымъ мы адфсь носпользонались можеть быть прп- 
мЬнень и при другихъ вндахь кривой нагрузки п крипой изыфвов!я ‘момовтовъ 
внерщн, в также уъ тВхЪ случаяхъ, когда эти кривыя заданы по уравнешами, а 
значенНямл ряда ординать, 

Задача оводнтся въ кождомъ частномъ олучёВ къ вычиолоню козффищюптовъ 
ау я Ву, чо всегда можеть быть зыполноено съ достаточной. для практини точ- 
ностью. 


$ 43. Колебае балки подъ дЪйотвежъ подвижного груза, 


Вопросъ о колобашяхъ балки подъ иЪйстемъ движущагося по ней 
груза, несмотря на всю ого практаческую важность, до сихъ поръ не 
иметь полнаго рышошя и мы въ настоящее время умФемъ вычислять 


1) Этоть примфръ заимотвоваяъ ивъ цитировавной выше статьи В. Сушеякова. 
Полученный гдфоь чиоленный резуяьтить оовпедаеть оъ тЬызъь, это еле вайдопо 
Б. Сушонковымъ дри’ помощи долл Этямъ ‚подтверлдаойся достаточная точ 
ность вычиоленнаро, по Виш’ перваго прибляжояия. 
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динамичесия напряжены, вызывавныя подвижнымъ грузомъ, лишь въ 
двухь крайлихъ случаяхь, когда вфеъ движущагося груза можпо счи- 
тать или очень малымъ пли очень большимъ по сравненю съ вфсомъ 
балки. | 

Въ порвомъ случа для опредфлешя колебатй „балки можно восполь- 
зоваться рышенюмъ (185), полученнымь для случая движешя по баякв 
постоянной снлы. 

Когда мы отъ движущейся силы пероходимъ къ движущемуся грузу, 
задача сразу усложпяотся. Дважущйся грузь совершаеть велёдетв!е 
изгиба балкн нёкоторыя поромфщеня въ направлеши перпецдикуляр- 
помъ оси балки, поэтому давлете груза на балку не будетъ равно вЗсу 
груза, къ этому вфеу необходимо присоединить еще силы инерщи груза, 
зависящуя оть вертикальпыхь его перемфщев!й. Для приближепиаго рЁ- 
шеня задачи поступимъ такъ: Спачала примемъ давлен!е на ‚баяку по- 
стоянныхъ, равнымъ вфсу движущаТося груза ипри помощи рёшетия (185) 
найдемъ выражен!е для вертикальныхь перемфщен!й груза. По этнмъ 
перенфщешямь составляемъ выражен!е для свлъ иперщи груза и при- 
соедипяенъ эти силы къ сил в%са. 

Такимъ образомъ получаемъ пВкоторую перемфнную силу, дважу- 
щуюся по балкЗ. Вызываемыя этой силой колебашя могуть быть из- 
слфдованы общимь пщиеномъ ($ 40) и мы получимъ такимъ образомъ 
поправку къ рёшенйо (185) па силы инерщи движущагося груза. сли 
вёсъ груза малъ по сравпешю съ вфсомъ балки, найденная поправка 

` будеть малой величиной и полученное нами приближенное рёшеше бу- 
деть обладать достаточной точпостью. 

Въ другомъ крайнемъ случа, когда взсъ груза великъ по сравненю 
съ вфсомь балки, мы для полученя приближеннаго рёшеюя можемъ 
пренебречь вфсомъ балки. Въ такомъ случаВ, прогибъ балки подъ гру- 
зомъ будеть пропоршоналенъ давленю Р груза на балку и предота- 
вится иввфетвой ф-ой 

Ре? (1-2) 
о елена. , @) 
Здась и { —я— равстояня груза оть опоръ балки. 
Для получен!я давлешя Р пужно къ вфеу груза @ присоединеть 
силы инерщи 
8 9 , 


. Обовначая скорость дважешя груза по балкВ черевъ о и принимая 
- во впиман{е, что 
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получимъ для давлевя груза иа балку, выражете 


Всетавляя это въ (а), придемь къ такому дифференщальному ур-Ш 
для опредвлешя траекторйи точки касашя движущагося груза съ 
балкой ') 


9 Фу (— =) 
9=9(1 5 а) и: 
Для полученя прыближеннаго рёшов:я этого ур-я, потавимъ въ пра- 
вую часть его выфсто у выражеше 


97 (— 2) 
ЕТ’ 


которое представляеть собой траекторию точки касамя груза при боз- 
конечно малой скорости движеюя. Наибольшее значене для у полу- 
чится въ такомъ случаз при прохождени груза черезъь середину иро- 
лета балки. Вь этотъ моментъ 


ГД 


И дви 
В В р № 


Для наибольшаго динамическаго прогиба, получаемъ, такимъ образомъ, 
выражене - 


= (1+9) ..:......-9 


Такое же соотношеше получится между наибольшими динамическимъ 
и статическимъ изгибающими моментами, 

На практик дробь + представляетъ. собой обыкновепно малую вели- 
зину и полученное приближеппое рёшене (с) близко къ результату, 
получаемому изЪ точнаго рёшевя ур-1я (5). 

Полное рышене ур-я (5) сначала въ вид рядовъ и потомъ въ зам- 
кнутой форм получено Зюкез’омь, который поевятиль“ много труда 
вопросу о дёйстьи подвижной нагрузки на мосты *). 


3) Уре (6) получено проф. УПНеомь, который порвымь занялея вопровомь 
о дЬйотви подвижной нагрувки на балку, Мстомя вопроса и много дапныхт по 
равыскапию приближенныхь рёшолй ныфюлоя въ нвзфотной кая, СеЪась .. вто- 
даше р. 8. Успаць, Ом, Мое д $ 64; стр. 597, | 

1) Сы, 9: @. Вюков, МЫ, вод РВуБ, Рарехя. У. 11. Стр. 119. 
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Вамьтимь, что дли позтроеши траонлорт точки часашя груза съ банной, вы 
тодно ирнмфинть нычислитольный способъ питегрировыйя ур- (5) 1). Для этого 
мы риабнзаомь бадиу ва бодыное число ралныхх промомуткопт п послфдовалельно 
для кождаго двлоны вычисциемт, у, у’ п у””. Для начального дАлошя и и уу’ пред- 
полагаются нльотными, Ветвнляя у, въ (В), пабдомь начальное аначеше у”. 
По пачаяь нм апачевиыт У И" п" мы моломт, напримрь, способомъ С. Валде, 
вычислить аначешя и п У’ для сльщующаго дылошя и получить при по“ 
мощи (5) и.” для 7070 же дьмошя. ИМйл воппчины у, Уи Е И,", возможно тв жа 
путешь поройти вь ур и у’ п т. д. 

Такимь способомь можеть быть рёшона задача о дппамическомь дьйстя!и под- 
важшого груза на балку при любомь способ закрьплешя концовъ балки, в также 
въ случа мпогопролетпыкь балокъ п балокь, ложащихь па упругихь опорихъ. 
Предварительно, пзъ статического расчета устанавливаемь спязь между долле- 
ывыъ Р п прогибомт, въ тои приложешя давленя. Пусть эта завнонмость пред- 


ставит такт. 
У=Р./@) 


тогда ур-4в, соотафтствующее ур-1ю (5), напитется тавнмъ образомъ 
„ 


э=9 (1 м 916. 


Это ур4е въ наждомъ чаетномъ случаф можеть быть пропптогрировано памё. 
чзовнымъ вышо вычиелптельнымь способом. 


$ 24. 0 дАйотын удара на бааиу. 


Пря техпическихь разочетахь задача о дЪйстви удара на балку р- 
шаотся обыкновенио приближенно. Предполагають, что подъ дЪйствемь. 
удара балиа ивгибается по такой же кривой, какъ и при статическомь 
дъйстНи силы въ мёстБ удара. Задавшиеь видомъ кривой, мы легко 
вычислимь количество потепщальной оперчи въ-балкВ при разлачныхь 
зпачоюяхь прогиба въ мВетВ удара. Въ качествВ мерваю приблаженя 
беруть для динамическаго прогиба /, то значене, при которомъ потен- 
шальная энерйя изогнутой балки равва работВ падающаго груза. 

Такимъ пугемъ получается язвфстная ф-лё 


уе кня ‹ (@): 


5 

и И мы", 

гд% черевь © обовначена, скорость ударяющаго. груза въ моменть Ако 
соприкасав!я съ балкой. 

Такимъ сдособомь мы совершенно не учатываенъ потери живой силы 

труза, которая происходить въ моментъ. удара и потому,  вадо думать, 

получаемъ для /, преувеличенных ‘значен!я. „Потери живой сизы будуть 


*) Шриемо этоть иъ ивстолшей ведачь ппорвые быль пряньнона, М. П. Потро- 
вымъ, Ом, Вапноки. И, Р. Т, 0. 1908 г., февраль, Впосяфдотвщ Н. 1. Потровц при- 
мБайаь этоть опобобъ кь ивоибдованьо иогиба многопролетныхь балок ва упру- 
тихь опорахь 3 къ раочиву рольот, 
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очевидно, тбыъ бользие, чыъ болыпе вТфсъ балки, но сравнению съ в%- 
сомъ ударяющаго груза. Чтобы учесть вляп1е масеы балки па /»„ ири- 
вимають во виимал!е потерю живой силы въ моменть удара, при чемь 
ударъ счатають совершошио нсупругимъ и массу балкя замфпяють нфко- 
торой яриведенной массой, зависящей оть способа закрфиленя концовъ 
балки и оть мёста улара '). Если черезъ '# обозпачимъ отпошеше вЪса 
груз къ вЪсу балки и через я обозпачимь коэффищенть, на который 
множится масса балки для иолученя приведенной массы, то въ качеств 
второзо приближеня для динамическаго прогиба получаемъ {-лу 


ы т т 
вели у ти: * (ее. + 0) 


При составлени ф-ль (а) и (Ъ) исходять изъ нредположешя, что 
`форма кривой изгиба балки такая же, какъ и въ случа статическаго 
дЬйствя силы. Въ дЪйствительности явлеше значительно сложнфе; 
моменть удара возникаютъ попоречныя колебания балки, которыя при- 
ближенными ф-ами (5) и (5) яе учитываются вовсе. 

Изучешю этихъ колебай_ посвященъ рядъ работь 5, Уелапра °). 
5. Уепаль исходиль изъ предположешя, что ударъ совершенно не упругйь 
ударяюлий грузъ въ моменть удара сообщаеть свою скорость соотвЪт- 
ствующему ноперочпому сфчопио стержня и въ дальнфйщемь, по край- 
ней мфрЪ, въ течен!е полуперода основныхь колобан!й стержня, остается 
во стержнемъ въ соприкасашн. 'Такимъ образомъ, вопросъ объ ударё 
сводится къ задач о колебащяхь ствйжня съ прикрпленнымъ къ нему 
‘въ мЁств удара грузомъ. При чемъ предполагается, что въ пачальный 
моментъ весь стержепь находится въ покоф и лишь сЪчен!е, скрёплен- 
ное съ ударяющимъ грузомъ, обладаеть скоростью, равною скорости 
ударяющаго груза. Колебанм эти могуть быть пайдоны тавимъ ‘же. сно- 
собомъ, какъ это мы показали на иримёрф продольныхь колебавй 
стержня съ подвфшепиымь къ пему грузомъ, Въ результатВ своихъ пзел- 
довашй 5, Уепать пришел къ ваключенио, ‘что второе приближеще (Ъ) 
‚съ большой точностью даеть величину паибольшаго динамическаго 


прогиба. ` 

Во вефхъ этикъ изслАдовьвихт ботается совершенно не пыяспоннымъ зопрось 
о вароотыви дорлев!, оказызаемыхь грузомъ ‘ва белку зъ мфотВ удара, и потому 
не доказапо, будоть пи дЬйотритольно ударяюлий грузЪ оотазеться въ соприкасв- 
в!и съ балкой, въ продолжеше одпого полупор!ода основныхь колебын!#. Для рё- 
шешя отихь попросовъ необходимо ‘изучить ‚мфотныя деформеци у поверхности 
ооприквовы!я груза съ балкой, что зозможйо лишь при опродфтонныхь даувыхь 
относптельно. вида поверхностей ударяющихся тЬлъ, 


3) Ом. вурсъ оопрот. мат. ПШ. изд, отр. 489. 
`8) Ом, СЧеъеь... лоне р. $4 Уедьти, оф Яшндо 4а 8 61, отр, 490. 
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Продиоломиму, что слермопь иримоугольныго поноречпаго ефчолн съ опертими 
коинамы подвергается длНетв удара шаромт, по сородний пролета 1). Для пзолф- 
довытий мботнохь деформацИ можно пт. этомъ спучёв воспользоваться рушевемъ 
Горца 1). Боли черваъ Р обозначимъ давлел!о пт мЪотф удера, то оближеню уда- 
ряющихен трлъ въ МФотВ удара, золфдотме мфотпыхъ деформац, равно 

2 


«=, 


тлф ноэффицепть # занисить отъ упругихь свойстит, удпряющихея трлъ п оть 
радуса тора. Сила Р возрастает, ямфстЬ съ вдавлипанекъ марпка вт, поворхлость 
бални п вызывлоть прогибъ банки, который мы легко найдемъ, воли воспользуеися 
общимт, прюмомт дая паспрдопатя вынуждевпыхь колобан!й ($ 40). Обобщовная 
спла пъ этом, случа представится танъ 


п ко, па осполанш ф-ль (а) и (9) $ 40], получпыъ для прогиба по сородив® пъ мо- 
молзт, # такое выражове 


Кслп мы пдавлипане & сложиыъ съ полученнымъ прогибомъ болкп, то должвы 
получить перемёщен:е центра тяжести шарика за промежутокъ вромеви отъ 0 до & 
То же овмое поремцен!е позможпо представить въ иномъ вид|, па освоваят 
разсиотрыя движовя шарика, пифющаго начальную скорость ® и находящагося 
подъ, дьйствмъ поремённой силы Р. Вт какой либо моменть &, скорость шарпна 
будеть равна \ 


гдп ж-—масса шерика. 
На основав этого поромрщене тшарлка къ момевту # представится такпыт 


обравомъ . 
о 
и к Да, 
и 
р 


Сравнивая два разшичлыхь зыражешя для одного п того ме перемфщеня 
шарика, иридемъ къ такому эт» 


вины = 


Полученное ур-ю возможно рыдить зычиолятедьнымь путемъ и получить 
токимъ обрыюмъ изыфиено Ри (у) } въ зависимости оть & Мы огравичпиоя 
2 гие 


вдфеь приведов!ему окопчатольныхь результитовь, полученныхь вами для двухь, 
зисденныхь примёровъ. 
Въ паргомь прихирь полти стальная-балочки кьадрфалиого поперечного сфчеям 
*) Этотв случай риасмотрёнъ ввми въ статьь юг Етабе пас, дег "тая 
огаев Эфовнов ви ыпей Ва[хоп, Хейновг. 2 Моё. и. Руа, Ва. 62 (1918 г.) отр 198. 
2) бы. Куроь еоря упругости. Ч. Т, тр. 291. 
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1Х1от., для которой {—=16.36 ет. ЕР. 109 98 /вие, 708 вт. 60.10 Кауенг, 
Но середину пролета балочни падаеть отальной шарикъ радгуси 1 ли. 00 око- 
ростью »==1 смеек, Перодъ основныхь копебая!Й, для текой белочки разонь 
<—0,001 сонупды. При. решены ур-м (с) вычпелительвымь путемъ премя быпо 


раздёлено на интервалы бт, причемь 5 =. | т. На чортожь (81) ') кривая [ прод" 


180 
ры 
УРА ЕЕ 
© 
Г. 
РАЕЕЗАКЕНЕЕ: й 
в ®5т Ета 5087 48 Е 625: 
. Черт. 81. 


стаиляоть зпкогь нарвотаыя девлов:й Р. Для сравнен(я пувктиромъ показана соот. 
вфтотвующая нривая дия случая удара шерико о неподпижную плоскость. Ми 
видвмъ, что въ соприкасашн съ бёпочкой шарнкь остается пъ продолжешю 


1 : 
9881 =02 $ $ посл этого шаршиь отдёляеноя огь балип. Перемёщеня парика 


предотавлевы кривой 11 и наростен!о прогибовъ кривой 11. 
Во второмь чиаленномь примьрь озата балочна прежнихь попоречныхь разыф- 
ровъ, но вдвое большей дливы. Въ текомь олучав перюдъ соботиепиыхт чолебаай 


мая и 
Черт, 82. 


будоть въ чегыре реза больше, чфыь въ предыдущем принфрь. При удар по этой 
балкб шарика съ радёуоомь 1 ст. явлет!в удара протекать примфрно также, какъ 
и въ предыдущемь спучаф$ (кривая 1, Нь чертелей 89), по пр ред1ус® шарика въ 2 ст. 
`картипа явлешя отоновитоя болфе оложной. Наростан!е давлен!Н для этого случая 
предотивлено на чертеж (82) нривой Ш. Мы видимъ, что оъ момепта удера щерикъ 
находится въ оопринасани съ балкой, яъ продолжен! прпыёрно 195 5% Посл 


1) Каждое дьмеще чортежа соотвбтотпуеть 1 от, 
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того шицпим отт, балии отдблленеи, прогибч, бляки пучлищоть пот бмотрьо поро- 
мЬщеп марка. ДТрл ^ == 2260 т опять пропеходить соприклеалю шанини съ бал 
кой, получается пант, бы понторпый удвръ. Мароставе прогибон» для этого случая 
продоташиепо на чертожи, книной (11, 

Таиныъ образомь, яилоНв удару нь предфллхт. упругости дли разомотрфппыхл, 
просзЁЁиииул, примфроят, окизыюаетсн гораздо боифо вложнымт, чфмт, то преде 
илоше, которос позолено въ оспомыйе приблииениыхь ф-чъ (1} п (№) и изе 
тии 8, Уопаза, 


‚- 


до- 


$ 48. Продольный ударъ стержней. 


При рЬшеши вопроса о напряжея}яхъ, нозникающихь въ случа иро- 
дольнаго удара призматическихъ стержней, обыкновенно пользуются при- 
ближенпыми ф-ами такого же вида, какъ мы получили для поперечнаго ° 
удара [(а) в (5), $ 44], но уже Фоцие ') заммиль, что вляне массы 

стержня должно быть ууитываемо болфе ращопальным спосо- 

бомъ, чЁмъ то дВлается при выводВ приближенной {ф-яы, Онъ 
] между прочимъ, показал, что какъ бы маль пи быль ударяю- 
ший грузь, при ударВ возникнуть остающияся деформащи, 
если только отношоню скорости ударяющаго груза ® къ ско- 
рости распрострапешя колебавй въ стержнВ (скорости распро- 
страпеня звука) ®, превосходить относительтое удлинеше, со- 
отвтствующее предёлу упругости матерала. Въ самомъ дЬяЪ; 
въ момепть удара по плоскости соприкасавя *} возпикнуть 
въ стержпв.сжимающёя паприжев!я и соотвётетвующее имъ 
сжате будегь распространяться со скоростью ввука 0, вдоль 
стержня, Возьмемъ весьма малый промежутокъ времени #, за 
Черт. 88. КОТОрый можно считать скорость © надающаго груза ве измЪ- 
нившейсл, За этоть промежутокъ сжат въ стержн® распро- 
странится па протяжеши участка 9\ё (черт. 83). Укорочене этого участка, 
будеть равно переизщоню падающаго груза 5. Слбдовательно, отно- 
сительное сжале въ момвнть удара равно 


х 


э 


9, 


что соотвЪтотвуеть высказанному выше положешю Фонав’в, 

Вопроеъ о колебаняхъ, возивкающихъ при продольномъ удар 
стержня съ одвимъ задфланнымь и другимъ свободпымь концомъ 
и 


1) Истор!я вопросв о продоьномтъ удар п попучениюя рытья” оъ большой 
поннотой ивионены в» инигв Сабвов.. из р. 8. Увлаив, въ примёчены 5. Уе- 
ралб пово аи 8-60, ом. отр, 480. 

=) Предпощацветоя, что поверхности сопрпнасол!я груей и стержия- при удёрё 
рродетаоляютф фобой пдеёльцо глацюя плоокости, 
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(чорт. 83), впервые быль разрфшень Ма\ег ') при помощи тригопо- 
метрическаго ряда, При рышен[и этой задачи Мау?ег исходил изъ пред- 
положеня, что въ моменть удара ударяюцй грузъ сообтщаотъ свою ско- 
рость ® копцевому поперечному сфченю ударявмаго стержня и потомъ 
остается въ соприкасанм со сторжнемъ по крайней мфрё въ продолже- 
не полупер!ода основпыхь колебан!й стержия. Такимъ образомъ вопросъ 
объ ударв сводится къ изслфдоваю продольныхь колебашй стержня 
съ прикрфпленпымъ къ нему на концф грузомъ, при чемъ въ вазальпый 
моментъ стержень находится въ покоф, а грузу сообщена скорость’ +. 

Разыскан!е этихъ колебашй можеть. быть выполнено безъ всякихъ 
затрудпен!й, если воспользоваться общимь рфшоШемъ [(@), $ 36] для 
собствепныхь колебашй стержня съ нодвёшелпымъ къ нему грузомъ 

Получаемое такимъ путемъ рьшеше оказызвется пеудобпымт, для приполе- 
а, тень какь изъ пего очопь трудно пайти пнражошо для вапбольшихь папри- 
щешН. Поотому 5. Уопатё, мпого поработанинй ведь ивелфдовеввмъ продольниго 
удара стержпей, обратился къ рышовтю соотобтетвующихь ур- тъ замипутой 
форыв и получиль сравнительно простыл фрелы дли случел продольнаго ударе 
двухъ стерлюей со спободвыми копдами, в Тёние для стериня съ одпимъ авдф- 
лапвымъ п другимъ свободаммъ ковцомъ. Въ. дельшьйшомъ оти рёшешя была 
упрощены, благодаря трудамъ $. Воиввштева’а *), Б6Ъегеа ?) и Никор!0{ *). Ми 
приводимъ здфсь результаты, относяиуесл, къ сторжпю съ одпимь вадфланиюмь 
я другим, свободпыиъ ковцоит, (черт. 83), Сожранля прояций обозпачения ($ 36}, 
будемъ ныфть дли продольныхь колебанй ур-е 


и аби ее ьь: в 


гдь 


@.ь=0, Е 6)... = 


Обозначал чорезъ т отпошош!е вфса удартощего грувв къ вЪоу стериия, по” 
репишемъ упложе па свободвомъ концё сторжил такъ 


ни (9 
= ана о 
"()., ы (=)... © 

Въ возольвый момовть для пофхь вначевЕ  мемлу 0 п 

ды 6 
„ = 
Для ковцевого сёчешя #1 начальная окорооть равна окорооти =. ударяю- 
щаго груза. ° 
Общее рынен!в ур-йл (а) можно представить такъ 


` и (ей ан м-н), реле. (9 
гдё / и Д предстазляють собой провопольных фи. 


бу орроге её Мётоне еще 108 рогйе зиврепёпя, атёюц 86 1893 г, 
` 3) АррЬсайюл8 де8 робвпыые.., ’. р. 608. 
8) Оотрь. гена. 1882 г. отр. 218, 278, 338 и 388, 
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Принимая во поиман!о усноню у задАлнниего ковца, занлючаемъ, что 


ау (а) =0 


Слрдонатольно, А=-/ н общео решеше (с) можеть быть представлено 
такъ 

и (а 2) (а-я) ее ееть. Г 

Въ двльнйшемъ будемтъ разоматрнвать / какъ ф-№0 вргументы # н будемъ 


полагать пт, случа% падобности 2 равыымъ ё — 2 пли ровнымт. вё +- х. Повробуемь 
тепарь ив оснопанш пачвльннхи услопИ! составеть {-10 / для опредфлоппаго ин- 
торшала. 


ди 


ди | 
Такь нак» въ почальвый моковть 5.0 п у=0 дли повхь знолешй 
между О п |, то, ольдовательно, 


лса-лы=0 -лСэ-лы=0 


для вобхт зивчошИ 2, заключопрыхъ въ продфлахл, 
1 -ь 
Откудо олбдуеть что 
: га=6, 
при условна 
>> -Е 


Въ тшкомъ олучьь для этого промежутка /(#) продставляеть собой постоянную 
волнчяну, которую можно полояшть раввой пулю. 

Чтобы пайти выражошо дия /(:) внф указаяныхь грепицт, обратнися въ гра- 
вичвому условию (6). Встазлян вм%сто в его пыражен!ю (4), получаемь для = 
таков ур-ю: 


тур ла Еф Г (+ 9, 


которое можеть быть первписвно въ таком нидь 
1 1, 
почиги=ле-2-дие-0:........® 


Этимь ур-4емъ мы воспользуемся для опредвлошя /’(#) въ предфлахь оть 
4=1 до #=31 Правая часть ур- (2) въ этихъ предфлахь будеть остапаться рал- 
ной нулю, т. к. величиыв #—21 будеть изыйняться въ предфлахь оть — # до +1, 
ТАБ /' равпо нулю, 


Интегрируя ур-ю (6), веходимъ 


л=0е ", 
- ЗЕ. еее + @) 


Дия опродфлевзя произвольной постоянной С испольвуемъ нычальныя услов!н. 
Вырьжон!е для скорости дашветя отдЬльныхь поперечныхь офчен!8 отержая вр 
пашетоя такь 


пря 


ди 
8) 


Июл) ее. 


Въ момепть ударь скоробто а6бхъ промежуточныхь съчен! развы вулю. Ско- 
ропть нонцевого ойченя, подвергвющагося дёфотв!ю ударь, ерозу становится рав. 
вой-. При помощи (/) мы запишемъ это такт, 

ъ 
= - ла+0=--. 
ГСО 70+0=-щ 
Первый заонъ въ ЛЬзОЙ части урл равенъ пулю ве основан ранёе дона» 
заннаго, слфдовательно 


Хичо=х. 
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Всталиня выфото /' ого зпачен!е (9), получаомъ 


откуда 


Окончательно получавмь 


ге=те еее д. №) 


пря 
> ерЕ. 

Имфя ото значов!о /' (2) п вставляя его въ правую часть ур-ы (6), мы можомъ 

найти, путемь интогрироланя, пиражен1е ` 


„8 
2 


и-нет (4... @ 


в 


вра 
б1>еЕ>ЗЬ 

Это даеть намъ позможцость вычислить /* (4) для слфдуюището иперьвла н т. д. 
Имёя эти выражошя, можно путемф интегрировыия опредёлить /(2) н потомъ 
найти вс олемепты, характерввующ япяеню удара. Величпяу пвибольмихь на- 
пряжев!, величину укорочешя сжатего стериая (иеромфщон!е спободнаго конца) 
и, вакопоць, продоляитольносль удара. Очевидно, что сопрнивели!е груза со отерж- 
земъ будеть продопщатьея до тЬхъ поръ, пока величина 


(*).- = ео 


но одблается положительной, п время {, осотвётетвующее концу удара, опредз- 
пится изъ уоломя 


рагу. ен... ..® 
2>:>0 


лёвая чвоть ур-я (1) предотавляется при помощи ф-лы (5) и въ вуль не обра- 
щвется. Въ отихь продьлахъ пе проиаойдоть окопчашя удара. 
Прп . 
41 > >21 


92-е (0 при помощи (#) п (® вапишется тькъ 


Пока 


в а 
2 [пе 9] =0. 
а“, г 
Это ур-\@ даоть вужное намъ рышеше прв уолови # < 123. 
При большихь зпачев!яхь  ударъ не окончится въ предьлахь 
42? 
п вужво перейти, въ состазщешно ур-4я для сифдующаго иатервала 1), 
"Что касвотся поибольшихь паприяев!, то они получаютол въ ваирвилелвомь 
нонцф отержия. При большомъ т, вапримёръ # > 24, отн напражеши мояо вы- 


1) Подробныя табияцы и д!вграмиы, иллюотрирующя явлен!е продольнаго удара, 
имфюТоя въ прибавдеши 3. Убдьлйа къ его перезоду книги С1еЪвеЬ в. 
6, 1, Тямошель 16 


—.242 — 


чисалть по приближонпой ф-ай ') 
РЕ (И#+}) 
При 
24>т>5 
сяфдуеть пользоваться ф-ой 


ЕВ (Ут) 


ваконоць, для № Сб $ Уепапё даеть д-пу 
В 

ев? ие * 

р=вЕУче ") 


Звмётииь эдфоь, что приведенное рышове для продольпаго удара призмыти- 
чвокпуь стерятой осповано на предположенш, что въ пачвльный моменть вов 
точки ковцового поперечниго оёчени сторжня сразу получазоть скорость ударяю- 
щаго груза. Это требуеть идеально гледкихь плоокостей соприкасвшя. Практи- 
чески псегда приходатся пыфть дёло ст рваличными иеровпостямп, блогодеря ко- 
торымь соприкасане спачола получается лишь пъ нфокольнихь точкаль сфченя. 
Здьсь нечипаютоя мфотпыя деформеци и лишь впоолфдотьи можеть получиться 
болфе полное соприкасвше, Благодаря этому оботоятельству опыты, которые ото- 
вились для провёркн рьшеня $. Уепапеаз не потвердили его результатов *), 
Чхобы достигнуть совпаден{я опытныхь данныхь съ раечетными приходится ио- 
кусотвеннымь путемъ умевьшаль злфяю мфстныхь деформащ# по плоскости удара. 
Для этого беруть удараемый стержень изъ подьтливаго малереле, папрныёрь, 
квуяукв и снабщетя удврлемый конец твердымь накопочвикомь, илн авыфвл- 
ть ударяемый стержень спирельной пружиной *). Другой пруемъ, прамфняемый 
для призедояя къ совпадевю теор:т продольпаго удара съ данными опытовъ, за- 
злючвотся ть томз, то концамъ ударяющитоя оторжией придаотт авкругленную 
форму. Этныь путем» доотитветсл полны опредфлецность въ отношени мфотвыхь 
деформаций, которыя вдЪоь могуть быть найдены при помощи ф-лы Неге’а “), 


м 
2) Праближениая ф-ла, соотябтотвующая ф-ль (4) предыдущего $, нанишетоя 
тажъ 
Си 
3 уз. 
2) Опыты проивводились подь ударом» двужь стержшей со овободнымп конь, 
цами. Сы. И, Ус1ае Улей, Ага. 19 р. 48 (1883 г.) . 
*) Сы. С. Вашвапет, дли. 4. Рьуз. Ва. 80 (1909 г). ЗдЬсЬ приведена литерв- 
туре вопроса. ` . 
*) Тоорйя удара стержней съ закругленными концами разрьботана 3. Е. Бевие’омтъ, 
который дия рышен!я вадвчи воопопьвоналоя весьма удобнымь вычиснитедьнымь 


пр!виомъ "витогрировав{я соотиютаующего дифференщальчаго урфя. Гы. Тгепе, 
СышьиЯве РВ, Зоо. У: ХХ1. (1908 г.) сдр. 49, 


р 


ГЛАВА У. 


Изгибъ тонкихь пластинокъ. 


Тошыя пластинки представляютъ собой тфла цилиндрической формы, 
у которыхъ одинъ изъ размфровъ, иненно высота цилиндра, (толщина, 
пластинки) маль по сравпеню съ двумя другими. Плоскость, двлящую 
пополамъ высоту цилиндра, называють срединой плоскосталю. 

Въ элементарной теори изгиба пластинок эта плоскость играбть 
такую же роль, какъ нейтральный слой при изсиб® балокъ. Лишя ив- 
ресфчешя срединной плоскости съ ограничизающей цилиндрической по- 
верхностью пластинки предстазить собой хомтурз пластинки, При из- 
слфдовани изгиба пластинокъ условимся коордипатную плоскость жу 
располагать въ срединной плоскости пластипки. Ось 2 будемъ напра- 
влять такъ, чтобы получалась правовинтовая координатная система 
(2, и, #). Толщину пластинки обозназимъь черезъ # и прогибы средин- 
ной поверхности пластинки зъ направлеши оси 2 черезъ +. Изелдова- 
не изгиба пластипокъ начнемъь съ простёйшихь задать, 1) съ изгиба 
пластинки по цилиндрической поверхности и. 2) чистаго изгиба, 

Для рьшеня задачи въ этихъ двухъ частныхь случаяхь можно вос- 
пользоваться, какъ мы увидимъ ниже, результатами, полученными при 
изслёдовани изгиба стержней. 


$ 46. Изгабъ пластияокъ по цилиндрической поверхности. 


Въ цфломъ ряд техпическихь задачь приходится имфть дфло съ 
изгибомъ пластинокь по цилиндрической поверхности. Если, напримёръ, 
пластинка онерта на прямоугольный контуръ, у котораго одна сторона 
весьма’ велика по сравнонию съ другой и на пластинку дФйствуетъ на- 
грузка, распредВлеше которой не мВняется въ `направлеши длинной 
стороны коптура, то въ частяхь пластинки, удаленныхь отъ короткихъ 
сторонъ контура, искривленную поверхность пластинки мы можемъ безъ 
- особыхь погрёшностей принимать за поверхность цилиндра, образующя 

16* 
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котораго параллельны длиннымъ сторонамъ коптура. Въ такомъ слула 
мы можемъ при изслёдопан! изгиба ограничиться разехотруиемъ одной 
элементарной полоски, зыдфляемой изъ пластинки двумя плоскостями, 
перпендикулярпыми длинной сторон® контура и удалеппыни на разстоя- 
ше 1 ем. другь оть друга (черт. 84) и привести 
задачу къ изслВлованю изгиба балки полоски прямо- 
угольнаго поперечпаго сфчешя 1ЖА сш? При 
этомъ изслдовани мы можемъ воспользоваться ужо 
| известными результатами, полученными для балокъ 
(3 и—13). 

Въ отлише отъ балки поперечное сВчен!е балки 
полоски, велёдетв!е связи съ сосфдними полосками, 
пе будеть искажаться и удлиноня е,, не будуть 

иииы сопровождаться поперечным сжацемъ въ напра- 
влен!и оси у. 

Между удлинешями и папряжешяки получится 
въ такомъ случа зависимость 


в ` х.(-— 9”) 
Черт. 84. в = Е _ 


Визето величины Е, которая входила въ ур-1е изогнутой оси балки, 
теперь придется поставить величипу 


Е 


Ур-е изогнутой оси балки полоски, при выбранномь направлена 
осей, ‘напишется такъ й 
Еф 
таже -м,...,..... 088 
Если края пластинки при изгиб могуть свободно смфщаться въ 
плоскости контура, то выдфленная полоска будетъ находиться въ усло- 
Вяхь балки ивгибаехой только поперечными нагрузками и для опре- 
двлешя прогибовъ придется въ каждомь часлномъ сяучаВ выполнить 
` интегрирован! ур-я (188); Въ томъ случаЪ, когда по продольным сто- 
ропамь пластинки будуть приложоны равномёрНо распредфленныя ра- 
“бтягиваюния или сжимающя усиля, зыдфленная полоска окажется въ 
условяхь балки, испытующей одновремеяпое дьйстье ивгиба и сжайя 
или изгиба и растяженя. Обовпачимь черевь Т величину растягиваю- 
щаго усиля для зыдфленной полоски и положим» 
т. Ра м. *ТР.12а— о“) а. 
Е.М 7” ЕР т 
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"Тогда къ пашей балк полоскб будуть примфнимы вез ф-лы, полу- 
ченныя выше {$ 11) для балокъ и потому вычислене прогибовь и на- 
пряжешй пе представить никакихь затруднен!й. Остановимся здфсь под- 
робнЁе на одномъ случа, съ которымъ часто приходится ветрфчаться 
ни практик\, имопно разсмотримъ цилиндричесый пзгибъ прямоугольной 
пластипкн подъ двйстмемъ равпомфркой пагрузки. Продольпые края 
пластинки иредполагземъ закрВилоннымп по контуру такъ, что сближе- 
по ихъ препятствують нфкоторыя упруфя распоры. Въ такомъ случаф 
при изгибф выдфленной полоски вЪ пей возникнут» продольцыя растя- 
гиваюлуя силы Л, для опредвленя которыхъ можно будеть составить 
ур-1е, ‘апалогичпое ур-що (59) (см. $ 11}. Если мы замзяимъ распори 
эквивалентной по площади пластинкой толщины # и будемъ предпола- 
гать, что сжат распоръь не сопровождается попвречпынь расширенемь, 
то нужное намъ ур-1е непишется такъ 


+ 
1—с' Иа — 5 - 
о д и, ав 


и ЕО 


гдВ для упрощеня письма введено обовначене 
. 
8 | 

Вставляя вмВсто в соотвзтствующее ому выражеше, какъ это мы 
двлали въ случа» балокъ (см. $ 11), или вводя выЪсто г приближенное 
выражеше для прогиба (см. 8 13), мы получаемь возможность опредв- 
лить продольныя силы 1. ДальнЪфйций расчеть легко выполняется при 
помощи таблицы П (стр. 43). 

Равсиотримъ въ качеств® перваго примра пластинку со свободно 
поворачивающимися краями и возьмемъ приближенпое выражене для 
прогиба 

' и = в т 


=&. 


2 
= } | 
Тогда ур-! (189) перепишется такимъ обравомъ 
а 
Рана = 38 еее ние + (190) 


Для прогиба /, оть одной поперечной нагрузки мы должпы будемъ 
въ данномъ случаВ вставить выражене 


Фи =зК (ву а-=» () (;) .. 090) 
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Корни этого ур-4я очень просто находятся при помощи „линейки, 

Возьмемт такоН численный примрь: Весьма длииная прямоугольная отальнол 
пластника съ опертыхн храямп погибаотия равномёрной нагрузкой интепсивно- 
ати {. @продфяпть при иомощи табл. 11 (еёр. 48) пеличиву нопбольшихт, прогибов 
и паибольшихь папризен!, осли 2 = 120 м. #—08ем., {= Е=46. 10° КИспо, 
в-=0,3. Величина нагрузки 4 ифпяотоя въ продълахь отъ 0,1 КУсш” до 1 ус. 

Положимъ, папримёрт, 4= О Кусш”, тогда ур-ю (190) перонишется ныть 


а (1-4? = 420. 
Отвуда, при помощи линеНии, находимъ 


41 


ЕВ т р 
Про ри М. =.) = ОБ. 
ГЕТАа=Ы сы 
Ме виз 1 
Се ре ИД Пита (5) фь (4) — 1560 КМопь. 


Подобвыма, же образомъ находимт, пов нужных памъ величины п для другихъ 
значошй 4. Полученные результаты приподпиъ въ нижеслфдующей таблиц 11. 


ТАВЛИЦА Ш: 


Е 


я а вы | у бы || № у 

Уст" Уют? | КУсшй ста, ст. Крот 
д | 58 | 219 | 0890 | 109 р 120 | 268 | 091 688 
02 | 349 |291 | 022 | 297 | 100 | 6598 | 17 96 


03 468 | 340 | 0162 | 406 | 1280 | 854 | м0 | и 
04 | 580 | 378 | одза | 50 | ааю | юл | вы 1380 
05 | 65| 4 06 | 521 0 | ва Гы 1560 
06 -| 790] 439 | 10108 | 66 |0 | ава | 183 1690 
от | вла | 488 | од | 155 | во | вл | 19| 180 
08 | 9,60 | 487 | 0084 | 880 | 1960 | 24. | 2,02 1950 
09 |.1044 | 507 | 007 | 95 | 20 |2 | 240 | 200 
ъ0 | 128 | 527 | обе | 98 |320 |268 | 248) яв 


Въ спучаф пластипки съ задфланными краями, мы можемь для’ при- 
ближеннаго рёшеня ур-я (189) взять прогибъ полоски въ такомъ вид 


=) 


40 — — 


> 
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Тогда для опредзлешя а’ получаемъ такое ур-1е 
а?\ з 
= (1+3) =0.........09 


Прогибъ /› представится въ разсматривземомъ случа такъ 


Слвдовательно, 


“ (‘+ Ч =зк (ви (8) (0). . 49) 


Боли ваять пластинку прожнихъ резыЪровъ, то урфю (191) при а =05 Кош? 
перешитщотся тень 
аа 
а (1 $) =168 
откуда: 
а'==412, ш=300 


Ро 
ТЕ О--оВ 12-357 Кот; 


Л 


88 ол, 
1% 


гл а 
ПИ Еф = иво Мои, 


Е Хх) =4010 в/ешой, 


Подобнымь же оброзомъ вс нужныя для расчете величины могуть быть полу- 
чепы и при другихь аначешяхь 0. Ниже нрилодныъ въ тоблиць ТУ’ пов розультолы, 
полученныо для пашего численнаго примёра. ВсЪ вычнолон!н проивведены йа ли- 
нейкВ п аначон!я $-1 $; (и) и (9) взяты паъ таблицы 1 путемтъ простого иптер- 
полнрован!я, поэтому въ третьвиъ знакь приводимыхь чисель уме могуть быть 
погршности, по 01ф не провосходятъ 19|, Олфдовательно, числа опредфярны во 
зоякомъ случеь съ гораздо большей точностью, чёмъ намъ, напримфрь, изьвотна 
воличное Е. 

Ивъ приведенныхь двухъ таблаць МЫ ВИДИМЪ Насколько существен- 
ную роль играегь продольная растягивающая сила при ивгибВ выдвлен- 
ной балки Полоски. Вь случаЬ опертыхь краовъ уже при самыхь невна- 
чительныхъь нагрузках продольная сила окавываетъ большое вляНе на 
зеличину максимальнаго прогиба и максимальныхъь напряженй. Поэтому 
всё обстоятельства изгиба рфзко отличаются оть тёхь которыя иы 
имфли бы при дЬйств!и на балку полоску одной равномфрной нагрувки. 
Вщяне продольной силы на величину изгибающаго момепта характери- 
зуется величиной $, (и), Эта фуя убываеть съ возрасташемъ м, поэтому 
яапряжейя ивгиба растуть горавдо медленнфе, чфиъ въ случа дфйствя 
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только попорсчпыхь нагрувокъ. 29 же самое замфчане относится и къ 
наростанио прогибовт. Белфдегне дФйстыя продольной силы прогабы / 
при больших нагрузках во много разь меньше соотвтствующихь ° 
зпачешй р. 

ТАБЖИЦА ГУ. 


—г - 


ин у ние | аи | | 
Пета? . Кста] Вбскя" кет" | сш, | ем. 


т т т т 


01 | 0581 1141 46 | 0,8611 0,991 581 1080 | 0,54 | 0,48 688 
02 | 146’ 189 | 128 ово! 01| 912 | 190 | 1071 079 | 996 
од | 2881 242: 208 | 081! 0,7411 1190 2730 
ба | 327 | 2,84 | 283 | 0,198 04592 1400 3400 | 214 | 118 | 1380 
05 | 412 | 3,20 | 357 0.43.3 | 0,649 1580 4010 2,68 | 1,32 1560 
05 | 492 | 348 | 426 | 0,3901 0,616 1740 | 4580 .| 322 | 44| 1690 
0,7 5,68 | З/74 | 492 | 0,353| 0,588 1880 5120 3,74 | 1,56 1820 
08] 640 | 3,97 | 555 `0,394| 0506 2010 5060 |428 | 1165 | 190 
03 |710 | 418 | 615 | 0301 | 0547| 2140 | 6150. | 482 | 174 | 2000 
10 | 190 | 439 | 675 | 0279] 0589| 2950 | 6840 | 5:86 | 182 | зо 


Изъ таблицы для пластинки съ задфланными краями мы видимъ, что 
здВеь при малыхь нагрувкахь вляне продольныхь силъ сказываетсл 
вначительно меныпе, чЪмъ въ случаз пластинокь съ опертыми краями. 
Но дальше, съ наростащемъ нагрузки, разность между обстоятельствами 
изгиба пластипокь при разныхь способахъ закрьпленйя краевъ сглажи- 
ваетоя и, напринбрь, при давленм 4=1 №/ст? между величинами 
наибольшихь прогибовъ и наибольших. папряжейй по середин® про- 
лета особой разницы уже иЪть, 

Путемь такихь же соображений , вакъ и въ случа балокъ „Гм. 8 13, 
ф-ла (6) можно показать, что пр большихь значешяхь а* величина 
максимальныхь напряженно ‘серединз пролета будеть мало отклоняться 
отъ величины” 

и 24 
и 


Насколько это заключение правильно, мы видимъ ивъ сравненя вна- 


и . р - . 
ченй (Х,)„ь при # =; съ числами послёдней колонны .иатшихь 
таблиць. 
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СлЬдовательно, въ случа гибкихъ пхастинокъ, для которыхь а? по- 
лучается болынимъ, мы пе сможемъ замфтпо измфвить напряжешя изиф- 
нешемъ толщины. Для существеннаго умопьшеня напряженй пужно 
перейти къ такимъ значен!ямъ отпошешя Л, при которыхъ величипа а? 
существенно отличалась бы отъ того зиаченя а?, которое соотвФтствуетъ 
величин$ папряженй (а) (см. & 13). 

Наибольшия напряжешя въ случа пластинокъ съ задфлапными 
краями имфють мзето у контура. Изъ таблицы нашего примфра мы ви- 
дамъ, что эти папряжоня растутъ быстрве, чёыъ напряженя по сере- 
динЪ пролета и очонь скоро достигають зпаченй, превосходящихь пре- 
дьль упругости для желЪза и стали. Если мы будемъ продолжать уве- 
личивать нагрузку, то у краевъ появятся остаточныя деформаци, и 
выфоть съ тфмъ измфнится закопъ наростаня изгибающихь момептовъ 
по концамъ выдвленной балки полоски. Эти моменты, очевидно, будуть 
меньше полной пары закрёпленя, вычисленной въ предположен!и слф- 
довашя матерйала закопу” Гука. Однако, какъ Яёгко видфть изъ сравие- 
Шя чисель нашихь таблиць такое измфнеше опорныхъ момевтовъ въ 
сяуча гибкахъ пластинокъ лишь въ сяабой степени скажется на вези- 
чипВ максимальныхь напряжен!й по середин® пролета. 

На практикВ в» тёхъ случаяхь, когда имфютъ“дЬло съ постоянной 
нагрузкой или нагрузкой, которая прикладывается лишь въ р®дкихь 
случаяхь, часто подбирають размфры пластинокъ такъ, чтобы лишь по 
середанё пролета максимальныя напряженя пе превзошли допускаемой 
нормы. При зтомь на контурЪ вапряжешя, очевидно, будуть больше 
Допускаемыхь и даже больше предзла упругости матер!ала. У краовь. 
‘появятся остаточныя деформащи, но при постоянной нагрузк® эти де- 
формалли не представляютъ опаспости. Въ случа ` перемфпныхь нагру- 
зокъ и въ особенности въ случа вагрузокъ, мфняющихь свой знакъ, 
тая остаточныя деформащи очевидно не допустимы, здфсь приходится 
считаться съ явленемъ усталости матераловъ, 

Мы до сихь поръ имфли въ виду лишь т продольныя силы, котё- 
рыя являются слёдстыемь изгиба балки полоски Инбгда приходйтся 


инфть дВло съ болёе сдожной Е х 
задачей, когда кромВ продоль- == Щ> - 
ныхь силъ, появляющихся при Черт. 85. 


изгиб», къ выдьленной балк 

полоск приложены еще дополнитольныя растягиваюнщия силы 1 (черт, 86). 
Если. мы черезъ 1. будемъ продолжель обозначать растягивающую 

силу въ балкЪ полоскф, то сжимающая сила вЪ распоркВ, очевидпо, бу- 


деть равна 
. Т— Те. > 
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И ур-6 для опредфлешя 2 напишотся такъ 


$ Джа на ЕТО 


Ветавляя выБсто № его приближенное выражене при опертыхъ 
краяхь 


т, : 
Е рек 
получимъ и ' 
3 з 8 
кока 
12 
—ва-9 (у Йа-: 0... . (198) 


При ваданныхь равмзрахъ пластинки и заданномъ звачеши р», вы- 
числеше «* не представляеть никакихь затрудненй. Полагая, какъ мы 
это дфлали раньше, 

1-й =, 
мы приводимъ ур-1е (192) къ виду 
2 — @2' =5. 
Корни этого ур-я отечитываемь непосредственно по динейк}: 
Холи ваять равмуры плоотиним ть ме, что д въ предыдущих прамфрахь и 


положить 
а=06 Н/еш?, = 1200 Вуолой, 


то ур-1ю (198} предотаритея токъ 
606 = а? (1+ а?) -— 13,9 (1 = а?)2, ' 
Отоюда находимъ 
а =1598; и=6,28; ф(н) =0,080 


= 1880 Куошй, (Х.)„„р 21890 Коти. 


Величине продольной овлы, благодаря приложено усилЁ Т, значительно 
унеличилась по сравнению съ тЬыъ, что намъ даетъ таблица ПТ, но величина мак 
оимальныхь напряжен! по овреданВ пролета измыЬнильсь весьма мало, такъ какъ 
увеличен! продольной силы сопровождаетоя уменьшенемъ непражея! изгиба. 

оля бы мы выфото растигивающихь приложили сшимающия усшмя такой же 
пеличины, то ур-е (192) напиовлось бы текъ 


605 — а* (1+ 9*)? +- 13,9 (1 а. 
№; +=840 д =0168; 


Отоюдь ножодимь 
. * = 


Се Шиа СО 7060 ош. 
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Сравнивая эти результаты о соотифлотрующими числами таблицы ПЛ, мм ви- 
дизиь, что продольный елимающ(я усишя 1% передаштся гланнымь обрааомт, нл 
распоры п лишь отчасти уменьшыють продольную раотягивалощую силу, 

Замётимъ эдфоь, что измфпешя ибоффищейть распора К пронаводять такой 
же ффокть, нанъ приломен!е добавочныхт, продольныхь сплъ. Этимъ намфнениояь 
можеть соотибтетвоваль значительное измневю продольной силы, но это лишь 
въ слабой степеяи оказывается из везичин® максимальныхь напряже. 

Въ калостав второго примфра возьмомъ болёо толстую пиастинку и положим 
й-—=2 ем. Остальныя величины оставим бевъ иамфневл. 

Ур-е (192) при раотяшени (р =1200 КИешй) напишетол так 

0.896 = а? (1-2 — 2.295 (1 4- ол, 
откуда 
197, в==2,36 
При ожимающихь усилихь (р, = — 1200 ош’) получишь 
= 0,548, в=- 118. 


Вь этомь случа приложешемъ ошнмающихь оплъ ньмъ удалось получить 
продольное сёл въ выдфленной балк полоенв, 


$ 47. Вщяще начальной кривизны на изгибъ плаетинокъ по 
цилиндрической поверхновти. ‘ 


Разсмотримъ теперь, какъ измфнятся напряженя въ пластинкВ, если 
ола имфеть нфкоторую начальную кривизну по цилиндрической поверх- 
ности. Предполагая начальшее искривлене балки полоски по синусо- 


идеальной &ривой 
‚ тх 


90 = 68% 7. 
мы на основани результатовь, полученныхь для (бтержня (ф-ла 79), 
придемь къ такому ур-йю для опредфлешя продольной силы, въ случаЪ 
пластинки со свободно поворачивающимися краями: 


Ци ЗВ в) и 1 


(1+ =)? 1х 3 К 


Откуда, посл простыхь преобразован, получаемь 


а? (Г а ЕЗК (2 8 —3к а +). . (198) 


Полагая \ 
1 =, 
придемъ къ такому кубическому ур4ю - 
ан а не =, ее. , (198 
тд . В ре ` 
а=3Е 1} 6 вк(+ т}. 
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Въ тЬхъ случаяхь, когда начальный прогибъ $ восьма маль и ко- 
эффищенть а въ нашемь уруи получаеть отрицательное значеше, мы 
будемъ имЪть одипь дёйствительный положительный корень. При поло- 
жительныхь значешяхь и кромВ положительнаго корня паше ур-е мо- 
жогь имфть еще два отрвцательныхь корня и мы здфеь ветрётимся съ 
наличностью нзеколькихъ‘ формъ разновВоя, соотвфтствующихь одной и 
той же поперечной пагрузк®, и съ вопросомъ устойчивости этихъ формъ, 

Когда начальный прогибъ $ имфеть положительное значеше, т, в. 
когда искразлене направлоно въ ту же сторону, куда дфйствуеть и по- 
перечная нагрузка, пфть никакого сомпфня относительно того, какая 
именно форма равновв@я будеть имфть мото: Очевидно, приложеве 
поперенпой пагрузки вызовёть дальнфйший прогибъ пластвики, и у насъ, 
кром® напряженШ изгиба, появятся растягивающя напряжешя оть про- 


ДОЛЬНЫХЪ СИЛЪ, 

Изолфдовьн! вобхъ обстоятельствь ивгиба продълаемь на чиоленпомт ири- 
МАРА. Дзя болфе удобной оцёпкп вяшя начальной нрививиы выгодпо паять пда- 
отивиу ирежпихь разыёроль (5 #0) и только придеть ой почальноо нскринлен. 
Возьмомь начальный прогибь $:=1 ом. п поперечпую ногрузку 4=0.1 Куслий. 
Тогда пашо кубическое ур4е продстапитоя въ тавомъ видь 


2-14 й=318 
По линойкв оточитываемть положительный корень этого ур-я 82,18. 
Отрицательныхь корней ур4е по имбеть, п мы будомъ ныбть лишь одну 


форму равновьея, которая, вакь единственная, будет, нопочло, устойчива, Найдя 
корень ур-я, мы сейчасъ же попучаемъ 


в 1= 118; ит 29. 


Раотягивающия напряжены отъ продольной силы будуть тая 
тва 


СИИ 2 
а-я) в = Ш. 
Прогибъ по середипв предеталится такъ 
ДВЕ 808 — 8_ 
62) аЕАЕНЫ 57 5088 от, 


Для получешя напряжеш! изгибе, мы воспользуемоя тфмъ оботоятельсгвомт, 
со прогибъ, в ольдовательшо и кривизив, могут быть предотавлоны въ вндё 
друхь одагавмыхь: первое слогаемое соотвётотвуеть изгибу прямого отержня, это- 
фымь оцёнивается шИян!е ночальной. ирививны. При вытислен!и изгибающьего мо- 
марта по сорединь пропеть мы первое слагаемое найдемъ при помощи таблицы 
авезетай ф4и $. (4) [6м. таби, 11]. Чао насоотся зторого“олагавмаго, то при началь- 
помъ иокривлеви ио синусоидь, дополнительный прогибъ обусловленный атимъ 
иокривлешемъ, будеть 
— 6 а? а 78 
т 
й Та: 
Соотвфтотвующий ®му моменть по оврединф пронеФа равенъ 
бай. м т, 
ттжий ва-9 
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Эту величину нужно прибавить къ тому, что мы получаонь дия прямой балки 
полоски. Тавъ кахи, величина эта отрицотельта, то, спфдовалельно, при полоиси- 
тольныхи, значепяхъ Ь начальное искризлене уменынаеть напряжоши изсиби и 
полныя вапряжешя получаются меньшими, чфыъ дая поискривибвной паасенини, 
Ннже мы помфщоемъ результаты, относязося кь изгруанаыъ 9=0,1 Кот", 
055 КИсия, 10 КУусп?. Тая же вытпслешя продфпаны п для плестинки съ печали, 
иымъ прогибомъ въ 2 см. 


Таблица для случая 6 1 см, 


| киса", сы.| а | # Е та Кро (и)! (Х„), КИела?  (Х.ь Кета? | {Х,) сл? ' Хом. 


ол |268 1118] 209] 154 | 0,340] 588 — 45 327 | 0,82 
05 |134 |644] 899] 558 |олэй 1020 — 50 | 100 [0 
10 |268 1085,16] 935 | 007Б| . 1970 — 53 160 |186 


Таблица для случая $ = см. 


ааа дом. ей | а 2 мршы Фо) СХ, ет? (Х.}, Крот | (Х.) КМспи у ом. 


0,1 2,68 | 1,20] 1,12 104 0,442 146 — 107 143 0,13 

05 |134 14.9813:50] 481 |0,158| 1880 —1080 631 10,58 

10 |268 |928 4лЯ 199 |0097| 1410 —и® | 10 |0 
` 


Здфсь черезъ (Х,), обозпачелы максимальныя нопряжепи изгиба, вычпслел- 
пыя канъ для прямой болип полоски, (Х,), папражешя изгиба, обуслозлепныя вёл 
зальнымъ йокрирлешемь, накопець Х.-подныя повбольшя напражев(я по ооре- 
давф пролота. Сравппиая эти розультаты, съ соотьзтотвующими числами таблицы Ш 
(6 48) для пе иснривленной пластики, находимтъ, тто начальное искривление нф- 
сколько умоньышило продольпую силу, аначительно умольшиио прогибъ и напря“ 
жевя вагиба. Въ емысиб напряжешИ такое начальное пекризлене является вы- 
тоднымъ. Особенно зсилко зтян!ю пачефьнаго искризлопи при малыхь пегруз- 
кажъ, когда олементарнол балка полоока цо усломямъ работы весьма близка къ 
. гибкой нити. При большихь нагрувнохь разница между прямой и слегка исири- 
влонной балкой полоской должва постеполно ослажжинаться, 

Въ рирсмотрьнныхь олучаяхь, когда лобривлеше пачельнаго прогиба вотиа- 
даетъ съ двправлонему пагрувки, форма равновфо!я, которую приметь балка по- 
лоска, будоть соотифтствовать положительному вначеню а?, хотл для нфноторыхь 

. значе пагрузки поше ооповное ур-е (193) можеть дазёть для ой и отрицатели- 
выя рышеён:я. Напринёръ, при 5 == ем. и 4==01 Е\ошт, мы кромф положитель- 
наго рышен!я для а?, приведеяниго пъ таблица, получимъ еще две отрицательныхть 
„ Рыпеня? 0? = —4,12 и а? == 845, которымъ будутЪ соомтотвовить формы разпо- 
эвая оъ отрацатольными прогибами. 068 эти формы; вфроятно, будуть неустойчивы. 
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Раземотримъ топерь случьй, когда поперечная нагрузка отоутствуель, Пола. 
гая въ оснопномь ур-н (198) ›==0, мы придемъ въ ур-й0, одно изъ рышев во- 
тораго будетъ а =0, Этому рышон!ю соотрфтотвуеть недоформырованное соотоа- 
ше нашей балки полоски. 

Кромь этого рышещя мн получимъ вы томъ олучай, когда 


зы 
24, 


эщо дао дЬНотвитольтыхь отрицатольныхь рышешя для ай. Эти рышошя уназыво. 
юють нь то, что нашу балку полоску можно перегнуть иъ сторону противоиолож- 
ную велальной кризнвиф п дермолть въ таномъ состояли при помощи продоль- 
выхь ожимающихь оилъ. Силы эти будуть больше Эйлеровой. 

Равомотримъ теперь случай, когда паприрлеше дЬНотья ногрузки противопо- 
ложно поправленью пачальнаго искринлешя. Въ такомъ случа Ди Ь будуть 
имбиь протпвоположные впаки. Основное кубическое ур-+е (198) остается въ спяф, 
и ыБнполоя лить поличино поогояннато члепа с. Возьмемь пластинку прежиихь 
рааибровт, придадамъ ой печальную кризивну по спнусовдь со отрфлкой == | сы, 
и приложимъ равномёрпую пагрузку изтенснпности 9 =0,1 К/сш?. Так кань ны. 
нраллев:6 негрузки противоположно изправлепио начальнаго прогиб, то будемъ 
имёть Л-=— 288 см. и кубическое ур-4е напишотоя такъ 


21-1342 662, 
2=152, а =052, 


д - в? 
1+ы 


откуда находимъ 


— 2 см. 


@), 


Подъ вмянвмъ прилошениой нагрузки наша пластинка прогнется въ стороку 
противоположную начальному покривленро. Опредьлоню воэникающихь при этомъ 
папряжен!! изгибе но продотавляеть, копечно, никакихь ватруднешй. Величина 
ихъ въ рызоматриввомомъ случай, очепидно, будоть эначительво большей, чзъ 
при положительномъ вначени /, т, к. роль продольной силы при маломъ знёч6- 
ны а? но полика. Если мы увеличпыъ ивтопонвпость нагрузки и положимь, ва- 
примёръ, 904 «ют, то найдемъ, канъ и въ предыдущемъ случё, лишь одно 
дЪНотвительное рышен!е для нашего кубическаго ур-4я, именно 


6,59, 2=569, и) › =- 285 ом, 
В 


& 
=1 
= 


Пр малыхь вназошяхь 4, мы кромф одного положительного будемъ получать 
още два отрицетельныхь корвя для нашего кубпческаго урчя, что указывветь на, 
воаможность оущеотвовев!я трехъ риаличныхь формъ разновфоя. Возьмемь, яве 
примьрь, 4 = 006 КУош?, тогдь кубическое ур4е напишотся текъ. ` 

ава =02И. 

Корня этого ур-я тан 

2, =089%, №=--0610, м№=-1195. 
Соорвфтогвопио этому получавиь: - 
= 08%, вй=—1610, ай=-— 2195 
Прогибы для соотифготвующихь форма розновйе!я будуть ямфть значешя 
[5 1,87 он, (0) ‚= 0440м, ()"  , =— 08894 ом. 
2 . 


=» в=4А 


з 2 


Первой: формё. равцовим ооотофкотвуоть иокривлон!е въ неправлени прямо 
протйвоположномь начельной крививя®. Вторёя и третья формы разиоввом им. - 
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ть искривлот!н пъ ту о сторопу, что и яачальный прогпбъ, иричомь тротьей 
форм, какъь панболье пологой, соотьфтствуеть нанбольшое значене продольной 
смпмакиден силы. 

Когда выдфленная балка полоска, имфющая н%которое пачальлос 
искривлеше испытываеть продольныя усиля Т не только вслЗиств1е из- 
гиба поперечной нагрузкой, но и вслфдств!е приложенныхь извн® уси- 
лй То (см. черт. 85), то для опредзлешя Т можно составить ур-е, 
зналогичное ур-шю (192). 

Остакавливаясь на случаФ опертыхъ краевъ, предполагая пачальпое 
искривлошо по синусоид® 


‚по 
9, = 0 > 
{ 


и сохраляя паши прежня обозначешя 


мы придемъ въ такому ур-ю 


Ва Е + 44) 25 — 947) 


аи — Ва (у) (+4 .. 195 


Если положить 6 — 0, то ур-1е это совпадеть съ ур-емъ (192), по- 
лученнымъ для прямолиневной балки полоски. 

Посл» простыхъ преобразован, оно можеть быть представлено въ 
такомъ вид 


виа) Ва- (ра +)... 095) 


и легко рашается при помощи логариемической линейки, 

Если длинкал прямоугольная пластинка, съ начальнымь искривле- 
1емъ по сикусоидв, имветь упрумя распоры, пренятствующЕя свобод- 
ному сближеню опертыхъ продольныхъ краевъ пластинки, то продоль- 
ныя усиля Т, возникающия въ элементарной балкВ полоскз подъ дЪй- 
стыемъ только силь Т., могуть быть легко найдены изъ того же уря 
{195)', если въ немъ положить /› = 0. 

Въ такомъ случаз будемъ имвть 


арка = и 5) (рее 3 Г на] (1955) 
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Когда величины напальнаго прогиба $, растягпнающаго напряженя 
Фо и разыфры пластинки извЪетны, то изъ палисаинаго урчя легко 
опредфляется величииа а’, воличипа продольной силы ТГ и соотвЪтству- 
ющее ей растягивающое папряжене р = т . Напряжошю это, велфд- 
ствй6 начальнаго искривяеня пластипки, всегда получается по абсолют- 
ному впаченио меныпимъ, чфыЪъ изв приложеппое папряжене ру и 
тЬмъ меньшимъ, чВиъ больше пачальный прогибъ 5. При большихь на- 
чальныхъ искривленяхъ продольныя силы Т, будуть восприниматься 
главнымъ образомъ упругими распорами пластинки. 
Это обстоятельство имфеть, существонпое практическое значенше п 
. потому мы нижо приводимъ рядъ числовых значенй *} отношения >, вы- 
числепныхь при различпыхъ значешяхь величипъ: 


ке _ № 2% [21 
тии = (1—9) *)- 
Таблица значенй отношешя р 


а 
-ы2 11001 099] 0,98 | 0,96] 0,95 | 0.98 | 00| 0881 0,85 | 0380 | 0,75 | +12 
+10 |100 0.901 0,97 | 0,96 | 0,94 | 091 | 0388 | 085| 0.89 | 076 | 070 | +10 
+8 |100, 0538 | 06| 0555 | 098 0891 0586 | 082, 6578| 671 | 06а | +8 
+6 | 11001 0,98 | 0551 0,98 | 0901 085 | 0.811 9.76 | 05711 0:62] 0,53 | +6 
+4 |100] 056 | 0,08 | 089 0861 0,79] 0,72! 0,65 | 058 | 04| 087 | +4 
— 30 | 1001 0,55 | от | 086 082 | 0/78 | 0:65 057 | 0,50 | 0,88 [ 0.29 | + 30 
+ 20 | 10| 0,931 087 | 08| 6575 | 0,64 051 | 046 | 0,38 | 0,29 | 022 | -= 20 
+= 15 | 100 | 692 084 | 077 | 0,70 | 057 | 0.47 | 0,391 0383 | 0.25 | 030 | + 15 
+ 10 | 500| 0189] 0,79 | 0,70 | 0,88 | 0750 | 04| 0,41 0529 | 0922] 07 | + во 
+ 65 | 1,001 0,85] 0,72 | 6,82 | 054 | 042 | 0:84 | 020| 0,26 | 0191 06 | -к 05 

0 |100] ол 6,68 0,58 | 045 | 086} 0,29] 0,25] 0,22} ол! ом | 0 
— 05 | 10| 0551 051 | 0,481 08| 0,30 | 0,251 022 | 019| 0,16 | ода | — 05 
— 50 | 100 | 051 | 042 | 0,86 | 0:32] 0:26 | 0'22| 019 | олт| Ол&| 018 | — 10 
— 15 [087 | 041 | 0,84 | 0,80 | 0271 0,23 | 0201 07| 018] 0,13 | би | — 15 
— 20 | 56| 0,84 | 0,29 | 0,26 | 028 |'0,20 | 018| 06| 41 02| 016 | -- 20 
— 50 | 0,33 | 0,25 | 0,22, 0,201 019 | 06 | 0,191 0;18| 02| 0%] 006 | — 86 
-4 |025 020] 018, 016] 05| ом ола о | 0, | 009 | 0.08 | —4 
2 То он 0: 0 6 00| 0191 0091 008 | 007 007 | —6 
—8 |018] 601 0Ю 0,09 | 0,081 0,08 | 0,08 |-0,07 | 0071 0,06 | 0,06 | —8 
—10 |010] 05| 0.08 `0,08| 0.081 0.07 | 0007 | ©.08 | 0:06 | 0,05 | 0:05 | —ю0 
—12 [0,08 | 0,07| 0507 0,07 | 0.06 | 0,06 | 0.061 0:05! 0,051 0,05] 604 | —2 


5) Чисив звижотуемь изъ вуров И. Г. Вубаовь, Отроительная механинь 
корабля, ч, Ш риф. 629, 
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Когда приходится расчитывать па. простое растяжен1е листовые па- 
стилы, подкр®плеппые продольными и поперечпыми жесткими робрами» 
то при вычислени продольныхь растягивающихь напряженй въ реб- 
рахъ и листахъ нужно считаться съ возможными начальными искривле- 
вами листовъ. Принимая это начальное искривлене измфняющинся по 
сипусоидВ, мы для оцфнки напряженй въ листахь можемъ воспользо- 
валься числами предыдущей таблицы. 

Учасме листовъ въ растяжени будеть тёмъ меньшимъ, чфиъ больше 
начальное искривлене, и намъ при подсчетЬ растягивающихь папря- 
денй въ подкрфиляющихь ребрахъ придется вмфсто полной площади 
поперечнаго сфчешя лиетовъ брать нЪзкоторую приведенную площадь, 
получаемую умножешщемь сфчешя листовъ на соотвтотвуюдий коэффи- 
щепть изъ выше приведенной таблицы. 0ъ увеличешемь растягивающехь 
папряжешй р, влян!о пачальнаго искривленя падаеть и коэффищенты 
таблицы приближаютсл къ единиц. 

Когда вмфето растягивающихь имфются сжимающия напряженя ро, 
то коэффицеиты таблицы быстро убывають съ увеличешемъ этихъ на- 
пряженй, т, к, сжимающое напряжеше въ листф но.можеть получить 
зналешй болышихь критическаго. 


$ 48. Чистый изгибъ илаотинокъ. 


Въ случа чистаго изгиба призматическихь стерлопей, точнов рёшен{е 
вопроса о распредфлени напряженЁй является крайне простымъ. Каждый 
продольный злементь изгибаемаго стержня оказывается въ состоян!и _ 
лияейнаго напряженнаго состояя и напряжене это пропорщонально 
разстояню элемента оть пейтральнаго слоя. Такимъ образомъ, точное 
рфшен!е совпадавть съ тёмъ результатомъ, который получаетел элемен- 
тарнымъ путемъ, если исходить изъ зииотезы плоскилб соченй. Поль- 
зуясь ириниияомх сложешя, мы ножемъ получить напряженное состоя- 
не, соотвфтствующее чистому изгибу по пвумь взаимно перпендикуляр- 
нымь направлевшямъ, Осуществить подобное напряженное состояше мы 
можемъ такямъ образомъ. Возьмемъ пластинку съ прямоугольнымъ кон- 
туромъ и по двумъ взаимно противоположнымь краямъ ея приложимъ 
непрерывно и равномёрно распредфленныя изгибающя пары. Такимъ 
образомъ, мы получимъ въ пластинк такое же напряженное состояте, 
гакъ и въ стержпф, испытующемъ чистый изгибъ. Пластинка при этомъ 
изогнетсв, какъ мы знавмъ, по антикластиической поверхности *). Если 


2) Конечно, это будеть лишь въ томъ случа, если прогибы плеотинни можно 
считать мелыми по сравпен съ ой толщиной, 


©. П, Тамоленко, и 
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теперь мы приложимь и 10 двумь другинъ крзямъ пластинки равяо- 
иёрно распредвленныя изгибающя пары, то получимъь болёе облий 
случай папряженлаго состоянйя, который условимся называть чистым 
иззибомь пластинки. 

Установимь топерь связь между интенсивностью равпомфрно распре- 
дьленныхь изгибающнхь паръ и соотвфтствующимь имъ искривленемъ 
пластвики. Пусть АВОР А'В'СТ! (черт. 86) предетавияеть собой эле- 
менть, выр®занный изъ изшей прямоугольной пластинки двумя парами 
взаимно перпендикулярпыхь плоскостей, параллельныхъ краямъ пластопки. 
Координатпыя оси д и у на- 
правимь параллельно сторо- 
намъ прямоугольнаго контура 
дластипки, По гранямьъ эле- 
мента, параллельнымь плое- 
кости 29, будуть дВйствовать 
пормальныя напряженя Х,, 
вывываемыя 18ми изгибаю- 
щЩими парами, которыя непре- 
рывно  распредфлены вдоль’ 
краевъ пластинки, параллель- 
выхь оси у. Ивгибающамъ па- 
рамъ, распредфленнымь вдоль 
двухь другихъ краевь пластинки, „будуть соотвфтствовать вормальныя 
папряженя У, по гранямъ влемепта параллельнымь плоскости 2х. По 
толщипв пластинки напряжешя Х, и У, мёняются также, какъ и въ 
случаВ чистаго изгиба призматическихь стержней. Средплная плоскость 
пластинки играеть роль нейтральнаго слоя. Обозналимь зерезь М; ду и 
М, 4 номенты, соотвфтетвующие напряженянь Х, и Т,, ХВЙСТВующимь 
по гранямъ выдфленнаго элемента, тогда . 


М, представить собой изгибаюций моменть, приходящйся на единицу 
длины сторонъ пластинки, параллельныхь оси у. М, представляеть 
воотвфтетвующую величину дяя сторонъ, параллельныхь оси 2. Устапо- 
вимЪ свявь между моментами М, и М, съ одной стороны и радусами 
хривизны Й, и В», соотвтетвующими сВченямъ орединиюй поверености 
пластинки плоскостями, параллельными 2% и 29, съ другой. Для эго” 
выдЬлимъ ивъ элементя бевкокечно- тонкйЙ слой цараллельный срединрой 
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плоскости и удаленный оть нея на разстояне г. Напряжен!я и дефор- 
маши этого элемента выразимъ черезъ В, и В,. Такь какъ грани натаего 
элемента при чистомъ изгибв остаются плоскими, то длЯ отно сСитСльныхь 
удлинен!й выдфленнаго слоя получимь извзстныя выражешя 


е # Е 

=; в =. 
В м № 
Соотвфтствующуя значоя напряженй напишутся такъ 


Е Её 1 5 
Х, = (6 = ве) = ( = ) 
тя р 
ы т в | (196) 
у Е е ) Её 1 а 
ЕТ 90.) = т зы 
Ветавляя э10, въ выражешя (а), получимъ 
Е 1 с Ей 1 
М, = аб («-х) м = ва 5 (+ =). 097) 
 Воличива ЕВ 


Ва-— 
опредзляеть собой, какъ мы видфли ($ 46), жесткость балки-полоски 
при изгибв пластинки по цилиндрической поверхности. 
Условимея называть эту величину цилиндрической жеетноетьо 
пластинки и для упрощеня пасьма введемъ обозначене 
ЕВ 
24-7 
Вь дальнёйшомь мы будемъ имфть дёло лишь съ весьма малыми 
. 1 1 
искривяен!ями пластинки. Въ такомь случа велячины 1, могуть 
‘быть замвнены ихъ приближенными выраженями 


= 2. 


9 9 
жет. 
Ф-лы (197) перепишутся при этомъ такъ 
0% дю 9 ди 
М, ое М, = 2+5). 09 
Сравнивая выражешя для напряженй (196) сь ф-ами (197), 
получемь . 12 Ма 12 Ме 
Х.= ре; =”, 
откуда 
6.М, 
оные; СР) == 5 вне + (199) 


м* 
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Въ гомъ случаЪ, когда М, = М, = М, пластинка изгибается по ша- 
ровой поверхности и мы изъ ф-ль (197) получимь 


(1-9). Ра-эз) 
в ' М 


М = я 


4... 200) 


Въ дальнфйшемъ намь понадобител еще выражене для потениаль- 
ной энергри, накопляемой въ пластиокВ при чистомъ изгибь, 

Для выдёленнаго нами элемента потенщальная энергя представится 
работой момептовь М, 4у и М, 4х, возрастающихь оть нуля до ихъ 
окопчательнаго значеня при поворачивани соотвфтствующихь боковыхь 
граней элемепта на углы 


Сльдовательно, 
ИМ, . М, |1 1 2а 
9-3 (рев) вт (+ зд, 
Полученлыя ф-лы вполнф рышають вопросъ о чистомъ изгиб} пласти- 
нокъ. Зная М, и М, мы изъ (198) находимъ соотвфтствующия значешя 
вривизнь и путомь интегрировая  получаемь прогибы  пластипки, 
Изь (199) находимъ величины наибольшихъ напряжеп!й. 


) @еау. (201) 


$ 49. Дифферепщальное ур-е изогкутой поверхноети пластинки. 


Обратимся топерь къ боле общей задалЪ, когда изгибаюцщуя пагрувки 
любымъ образомъ распредёлелы по поверхности пластинки и направлены 
. нормально къ ной и, кромв 

эр“ — того, имфются силы и пары, 


>. яриложенныя по контуру пла- 
[ стинки, Двумя парами плоско- 
й 2 
хх 


стей параллельныхь 25 и #у 
ны 15 
2 


вВЫДВлимЪ изъ пластинки безко- 
нечно малый элементь (черт, 
87) и составимъ для пего 
дифференщальныя ур-1я равно- 
взял. Усишя, приходящися 
на какую либо изъ боковыхь 
Черт. 87, траней выдфленнаго элейента, 

мы всегда можемъ привести 

въ сила, приложенной въ центрв грани и къ пар силъ. Для дальнёй- 
шихь выводовъ является ‘удобнымь разложить и силу и пару на ©0-. 
ставляюпЦя парадлельныя координатнымь осямъ. Обозпачещя для этихь 
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составляющихь устаповимъ на оспованёи подробнаго разсмотр8ня уси, 
дЬйствующихь по гранямъ олемепта, совпадающимъ съ плоскостями 2у 
и 22. Возьмемь первую изъ этихъ грапей, По ней будуть дЪйствовоть 
нормальныя напряженя Х, и касательныя пэпряжешя У, и 2... 

Совокупность вефхъь усилШ, соотвётетвующихь напряжешямь Х,, 
даетъ памъ составляющую равподЪйствующей силы въ направлении оси #, 
Двф друмя составляющя будуть соотвфтствовать папряженщяиъ У, и .. 
Введемъ для этвхь составляющихь ташя обозначеня:. 


в ь в 
+; -> 


Е . 
Т, = 49 / Х.ав; Вузы | У.а5 №. ду, | Ааь 
/ и 
-& - _% 


я 
Слёдовательно, Г, представляеть собой отпеселную къ единиц» длииы 


силу, растягивающую пластику въ ваправлешиа оси х. Величипы 9, в №, 
суть отпесенпыя къ одипицв длины касотельныя силы. Изъ вихъ 5, 


НА 
Черт. 88. 


стремится вызвать сдвигъ въ срединной плоскости пластинки, сила, М, на- 
правлена перпендикулярно къ пластинкв и мы ев въ дальифйшемъ будемъ 
называть перерззывающей силой, Положительныя паправлешя силь Т,, 
8, и М,, соотвфтствонно принятому ренфе обозпечонию для папряженйй, 
прекставлены стрфлками на чертежь (88) (для упрощеня на чертелв 
сохранено лишь нересфчене выдфленного ивъ пластинки элемепта съ 
срединной плоскостью). Совершенно такимъ же способомъ вводимъ 0бо- 
зпаченя для силъ Т, 5, и №,, соотвЁтствующихь грани элемента, со- 
впадающей съ плоскостью 22: 


а ь -^ 


2 +: 
Тарр [ т,45 В, =ае | Х,@; Мое е 
й 
-1 _* 


Принимая во внимане равенство 
7, =, 
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заклюзаемъ, что 
5. =5.. 


Направленя №, Т, и 5, даны на томъ же чертежф (88). Дия двухъ 
другихь боковыхь граней выдёлениаго элемента получимъ усилЁя, есяй 


къ величиванъ №,...5. ирисоединимъ безконечно малыя приращен!я, 
соотвфтствуюния измневямъ коордипать на величины 45 и 49. Такинъ 
образом, выфсто №,.`...5. будемь имфть величины 


9м 95; 
м... .5, ду 9 


Перейдемъ теперь къ составленю моментовъ усилй, приложонвыхь 
къ гравямъ выдфленнаго элемента. Для грапи, совпадающей съ плос- 
костью ду, введемъ тая обозначеня ° 


ь ь 
+: *2 


Н,ау=ау { Е.45 М, 4-4 ] Х, га. 


Такимъ образомь Е, и М, представляють собой отнесенные къ еди- 
ницВ длины момепты приложенныхь къ грани усишй относительно осей 


Черт, 89. 


параллельныхь сиу. М, является изгибающимь и Н, —скручивающимь 
моментомъ. Направленя моментов, принятыя 38 положительныя, ука- 
заны стрлками (черт, 89). 

Что касается момента твхь же усил!Й относительно оси параллельной 
оси #, то онъ, при безконечно маломъ разифрз 4у, представляеть собой, 
безконечно малую величину высшаго порядка, которой можно прене- 
брочь. . 

Для грави, совпадающей съ плоскостью #2, соотвётствуюние моменты 
обозначимъ такъ 


+ 


=> 


+ 


: 
М, 4 = ав УД т-вь НН, = — @ [ хм = — Не 
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Моменты для двухъ другихъ грапей элемопта получнмъ, если къ воли- 
чинам М,...Н, присоединимъ содтвЗтствующя приращешя, 

Тромф силь, приложенныхь по боковымъ гранямъ элемонта, па эло- 
мепть будеть дЪйствовать еще нагрузка, изгобающая пластинку. Мы пред- 
положили нагрузку пормальной къ поверхности пластипки, интонсив- 
ность нагрузки обовкачимъ черозь 9. Въ такомъ слутаВ, на выдлонный 
элементь будеть дВйствовать внфшпяя сила 9 @24у, параллельная 
оси #. 

Составимъ теперь ур-я равновЪем для выдфленнаго элемента, 
Проактируя вс приложеиныя къ элемспту силы на направлешя коорди- 
натныхь 060й, мы, па осповаши принятыхь обозналевй, получимъ: 


0№, , 9м. 
0% бу 

Составляя моменты тВхъ же силъ относительно осей у их, и 0тбра- 
сывая малыя ведичилы высшихь порядков, придемъ къ такимъ ур4ямъ 


‘ом, _9Н, . ЭМ, ЭН 
0% ду №, =0; ду = 95 


Порвыя два урфя системы (202) связывають между собой силы, 
дежащёя въ срединной плоскости пластинки. Это т8 самыя ур-я, съ кото- 
рыми мы имфли дло при р№зшеши плоской задачи (ч. №, стр. 79). 
Соотвзтствующия инь деформащи не сопровождаюзся искривлешемъ сре- 
дЕнной плоскости пластинки. Изгибъ пластики опредвляется величи- 
пами, входящими въ третье изъ ур-йй (202) и въ урчя (208). 

Такимь образомъ всВ силы раздВлились на двё группы. Первой 
групи соотвфтствують деформащи въ плоскости пластинки, второй — 
изгибъ пластинки. Каждая группа ур-й рёшается 06060 и полныя па- 
пряженя получатся путемь сложевя напрлженЕй соотвЪтствующей пло- 
ской задачи съ напряжениями ивгиба. Такое равдёлеше ур-й на дв% 
труппы явилось слёдетвемъ того, что мы при составлени ур- равно- 
вая пренебрегали тзыя изизневями въ направлевяхъ силь Т,..., 
которыя являются слёдотыемъ ивгиба пластинки. Въ дальнёйнемь иы 
учтемь это обстоятельство и выяснииъь вщяне силъ Т,, Т, и 5; на 
изгибъ пластийки, здесь же займемся изслёдованемъ изгиба пластинки 
подъ дфИствомъ только поперечпыхь нагрувокъ, для чего обратимся къ 
третьему ур-ю системы (202) и къ урлямъ (203). Исключая изъ пихъ 
величивы №, и М№,, придемъ къ такому дифференщеальному ур-ю равно- 
взял 


+ 9=0. (202) 


№, =0. . (208) 


м с0ы, 9М, 
д 2 ду + ди =. 


4... (204) 
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Ур-е это, полученное на основани условй. равнов$ен выдзлеинаго 
пами элемепта, заключаеть три псизвфстпыя воличины М,, М, и Н, 
и намъ для дольнЪйшаго рьшон!я задати необходано установить между 
этими величинами дополвительныя зависимости, что возможно сдьлать, 
если мы обратимся къ деформащянь пластики. Связь между момен- 
тами М, М, в Н, и прогибами пластинки ® мы установимь прябли- 
женнымъ способомь, положивъ въ осповашо вашихъ дальнфитихь вы- 
водовъ гипотезу, анологичную зимотезю плоскиле спеша, на которой 
построена приближепная теоря изгиба балокъ. 

Мы видБли, что въ случа чистаго изгиба ($ 48) сБчешя пла- 
стинки, параляельныя 22 и 29, остаются плоскими и устанавливаются 
пормально къ срединной новерхности искривленной пластипки 1). Сл}. 
довательно, всяый линейный элементь пластинки, перпепдикулярный къ 
средипной плоскости, остается при этомъ прямымъ и располагается нор- 
мально къ искривленной срединной поверхности, которая играегь роль 
пейтральнаго слоя пластинки, Допустимь, что въ томъ болёе общемъ 
случа, которымъ мы запимаемся сойчасъ, явлеше изгиба происходить 
такимъ же точно образомъ. Тогда удлинен!я элементовь пластипки, из- 
раллельныхь ослыъ 2 и У и соотвфтствующя имъ папряжен!я, останутся 
такими же, какъ и въ случаЪ чистого изгиба (ф-лы 196) и мы полу- 
чимъ для моментовь №, и М, прежыя выраженя (198) 


О я, и О 
М, (9; М, 2+). 


0 ду д 


Что касается момента Н,, то для его вычисленя необходимо со- 
ставить выражене для сдвигающихь напряженй Х,. Соотвфтетвующий 
сдвигь е., опредВяяется ф-ой 


и % 
в — ду 9%? 


14$ м и + выражен/я дял перемфщен!й раз- 

сматриваемой точки пластипки по напра- 
влешямъ, параллольнымь осямъ 2 и у, 

Перемъщевя эти легко находятся, если 

воспользоваться сдфланной выше гипотевой. 

Черт. 90. Предположимъ, что АВ (черт: 90) предета- 

вляеть сВчен!е срединной поверхности изо- 

твутой | пластинки плоскостью параллельной 2%. Какой либо лилейный 

элемепть пластики, перпондикулярпый къ срединиой плоскости #9, 


*)-Вто,. хажь легко поназать справедпиво. ддя вояжаго нормальнаго обчевя 
плаотинки, испытывающей чнотый изгибъ. 
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посль изгиба займеть паклоппое положеше жи, нормальное къ искри- 
влепной сродиштой поверхпости. Такъ какъ сродикпая поверхиость по 
залшему продиоложепио не испытываеть никакихь растяжейй и про- 
гибы пластинки весьма малы, то перомфщете какой либо точки М, 
ваятой ка линейномъ элементВ и, по направлепию оси х будеть зависбть 


ди 
лишь оть поворота я па уголь 9х ' 


СлБдовательно, 
Ш. 
#=—# р 
Такимъ же образомъ пайдемъ 
9=—# у. 
Для сдвига е„, и сдвигающихь папряжеий Х, получаемъ 
00. 95 Е 9 
“= р деду ' х, | 26 0509 ``1а 2 деду" 
Слёдовательно, 
А Е 9 0" 
а Ро 6 
хе Ра -+о) 944 = ва—3 деду ` (205) 


Ветавляя найденныя выражешя для момептовь М, М, и М, въ 
ур-е (204), придемъ къ такому дифферешиуальному ур-Ё0 для изогнутой 
поверхности пластинки. 

о А, а, 
мы и) =. (08) 

Ур-е это играоть въ теорёи изгиба пластинокъ такую же роль, какъ 
ур-е (4) при изелёдовани изгиба балокъ. Если для какого либо 
случая удается найтп рфшен!е ур-я (206), то при помощи ф-лъ (198) 
и (205) сейчась же находлтся моменты М, М, Н, и соотвёуствующя 
имь напряженя. 

Перерйвывающия силы № и №, найдутся изъ ур-й (203). Вставляя 
въ пихь значенмя М;, М, и Н,, получаемъ 


} а : . 
м, 2 (= + р); м, рты) 6) 


дву" 927 ду 
Въ ваключене приводимъ выражене для потенщельной эпери 
изогнутой пластинки. ЭнергЁя, наколляемал въ выдвленномъ нами элемент, 
распадается на дв части. Одна часть, осотвётствующая силанъ 7, Г, и $, 
представляеть собой эпергю деформащи въ плоскости пластики, Другая 
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часть, обусловлешпая моментами М‚, М.,, И, и силами № и №,, пред- 
ставить памъ эпорМю изгиба, для которой мы желаемъ составить 
выражеше. 

Роль перерёзывающихь силь №, и №, не велика, и потому въ доль- 
нЪйтемь мы примомъ въ расчеть лишь эпергио, соотвётетвующую мо- 
монтамъ, 

Работу изгибаощихь моментовь М, и М, мы можемъ представить 
такой же ф-ой, какъ и въ случаВ чистаго изгиба (ф-ла 201). Что ка- 
сается работы скручивающаго момепта Ё, то ев подечитаемъ такь. Вы- 
дВлимъ изь элемента безкопочно тоный слой, параллельный срединной 
плоскости и отстоящй оть нея па & (черт. 87). СоотвВтствующее сдви- 
тающее напряжене равпо 

Е 95 
ГЕ 
и эперпя сдвига дяя выдфленнаго тонкаго слоя представится такъ 
ра "(= а: аз ау. 


Для всего элемента эпермя сдвига представитсл такимъ выражен!емъ 


Присоединяя это къ тому, что даеть ф-ла (201), получаемь для 
энер и изгиба, накопляемой въ одпомъ элементв пластинки, такое вы- 
ражен!е 

АМИ 9 
ат о (=) (би) в (ых д | аеач. (208) 


Путемъ интегрирован!я легко можеть быть получена эперг!я изгиба, 
накопляемая всей пластинкой, 


$80. Предфлы приизнимостн яодучениаго уравненя. 


Приближенное уравпеЕе предыдущаго параграфа основапо на допу- 
щен и, 1) что липейпые элементы пластинки, перпендикулярные къ сре- 
динной плоскости, послф изгиба остаются прямыми и устанавливаются 
нормально къ искривленной срединной поверхности, 2) что срединная 
поверхность не испытываеть никакахь растяжешй и играеть роль ней- 
траяьнаго слоя. Допущеня эти справедливы, пока мы имфенъ дфло съ 
чистымъ изгибомъ „пластинки, но кабъ только мы переходимъ къ. боле 
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общему случаю изгиба понерочпыми нагрузками, задача становится болфе 
сложной. Ясно, что подъ вляномъ касательныхь напряженй, соотвёт- 
ствующихъ нерер5зывающимь силамъ № и №, появятся сдвиги, кото- 
рые вызовуть оскривлен!о липейныхь злемептовъ, порпепдикулярпыхь 
къ срединпой плоскости. Цодъ вляшемь пагрузки, лежащей на пла- 
сти, навфрное возпикнуть напряжешя &,, которыя соотвЁтствують 
надавливанию другъ на друга слоевъ пластипки, параллельныхь средин- 
пой плоскости, Очевидно, что волфдетво этихъ надавливашй срединиая 
плоскость пластинки можеть попытать нфкоторыя доформацш въ своей 
плоскости и уже не булеть играть роль нейтральнаго слоя. . 

Для оцфнки степени достовёрности сдфланныхь допущенй относи- 
тельно деформаций и вылсненя вадежности получелнаго приближоннаго 
р®шен!я, приходится обратиться къ имфющимея тозпымъ рЬшевянъ ‘). 
Точныя рёшен!я для изгиба пластинокъ силами, приложенными по коп- 
туру, & также сплошпой нагрузкой, равпомзрно распредзленной или 
мфпяющейся по линейному вакону, показывають, что во вебхъ разсмот- 
рьнныхъ случаяхь приближенное ур-е (206) имфеть мфсто. Что касается 
ф-ль (198) и (205) дяя опредфлен!я моментовъ, то онф не вполнф точны. 
СоотвЪтетвующЕ точныя рёщеня заключають въ себё ощо дополнитель- 
ные члены, которыми оцфниваетсл влляве касательныхь напряженй и 
напряжешй 2, на величину прогиба пластинки. Однако вначене этихъ 
членовъ весьма мало, пока толщина пластинки мала по сравнению съ 
другими равыфрами ?), и практически съ этими поправками можно пе 
считаться, . 

Гораздо большее влёян!е на степень точности приближеннаго ур-йя (206) 
имфеть величина тЪхь прогибовъ и, которые получаеть пластинка, 
Услове малости прогибовъ ограпичиваеть область примфпеня получен- 
наго выме приближеннаго ур-Ёя къ изслфдованю изгиба пластинокъ въ 
значительно большей стешопи, чёмъ то мы имфли, папримфръ, при раз- 
смотрёши изгиба призматическихь сторжней. Цриближенная теоря для 
призиатическихь стержней даетъ удовлетворительные результаты даже 
въ тВхь случаяхь, когда прогибы въ нфоколько разъ превосходять по- 
леречные размфры стержня. Но въ случа пластинокъ приблаженное 
ур-4е можпо съ увёренностью примфнять лишь тогда, если прогибы пла- 
стинки малы по сравпенно съ ея толщиной. Причиной такой равницы 


® Точная творя пласхинокь принедледеить 7. Н. МювеШю. Ся. »0в40п Май. 
Зоо. Ргое. у. 81 (1900 г.) огр. 100. Изложеше ея въ нбонолько упрощенномт- вндё 
я приловеши къ чвотнымъ случаям» изгиба круглой п элляптичесной плаотпнокь 
яыфютон въ нурсв А. ®, Н. Ъ0то. Ом. отр. 685, ябмецьй переводъ. 

2) Злачен{е добввочныхь членоль въ случай изгибь круглой плестинки разно- 
мёрной ньгрузкой приледены въ куроб теор} упругооги ч. Г, отр. 207, 
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между топкими стержпями и толкимп плестипками является то обстоя- 
тельство, что искривлеше пластинки безъ деформащй въ сродипной 
плоскости возможно лишь въ исключительныхь случаяхъ, когда средип- 
пал плоскость обращаотся при изгиб® въ 
развертываемую поверхность '). Во вефхъ 
“  другихь случаяхь изгибъ сопровождается 
`` появлешемь деформащй въ срединной по- 
верхности. Деформащ!и эти растуть съ про- 
гибомъ и могуть достигать вначошй такого 
же порядка, какъ и ть доформацуи, которыя 
учитываются приближенвымь рёшенемъ. 
Эти обстоятельства легко разъясняются 
Черт. 91. при разсмотрваи простёйтей задачи, ко- 
торой является изтибъ круглой пластинки, 
парами силъь равпомфрпо распредфлевлыми по контуру. Приближенное 
рЬшене (200) приводить въ этомъ случа къ изгибу пластинки по ша- 
розой поверхности. Пусть В — рад1усъ этой поверхности, а—радтусь 
пластинки и лишя АОВ (черт. 91))— Фаметральное сзчеше изогнутой 
срединной поверхности. Если допустить, что радусы, проведенные въ 
срединной плоскости, при ивгибь не ифняють своей длины, т. с. чо 
ОВ = Да =а 
10 въ такомъ случаЗ изгибъ пластинки будеть сопровождаться сжапемъ 
срединной поверхности по паправлешямъ перпендикулярвымъ къ прове- 
денпымь радусамъ. Вычислимь это сжат! для окружности, представляю- 
щей коптуръ пластипки. До деформащи ражусь этой окружности рав- 
вялся а. Послв изгиба контуръ пластики, канъ видно изъ чертежа, 
имфеть радЕусъ 


СВ = Язва. 


Интересующее насъ относительное сжал! представится такъ 


_ Ва Вата а 


аб. 
Для удобства сравненя представимъ эту величину въ зависимости 


оть прогиба пластинки {. Ивъ чертежа имЪемъ, 
. Ва’ 
= Ва -— 008%) = 


*) Токь, напримёрь, въ случай изгиба пльосиики по цилиндрической поверх- 
ности возможны значительные прогябы 668ъ раогяжешй пъ’еродинной полерхности, 
поэтому получениыя дия этого случвя рышевЧя ($ 46} примфнимы ды тогде, когда 
прогибъ падотяики ръ нёокольно ршиь превосходить ея толщину, 


Слфдовательно, 


Между тВыъ максимальпыя удяиневя, которыя учитываются элемен- 
тарпой теор1ей равны 


(ера 


Въ дЬйствительности распредёленю деформащй въ срединной лло- 
скости является болфе сложнымъ, чЪмъ мы предположили въ нашемъ 


т СЕНЯ ге ЕЕ ри р т 
+ Е ЕЕ И Е —— 


ве 4 [ й |-- 
заененть изгиб бедстити ратиА-Нуай 


прибыть №49: „# 5 
- 


в - 


| в 4 


Черг. 92. 


вывод}, но ихь максимальная величина будетъ такого же порядка, какъ 
и найденныя нами удлипен!я (а), и пренебрегать этими деформащями 
но сравнелню съ тфмъ, 910 намъ даеть элементарная теорйя {&-ла (1)] 
можно, Кахъ мы видимъ, лишь въ томъ случав, если { мало по срав- 


ненно съ #. 

Въ ввду практической важнооти этого ввключешя, мы обратились в» бофе 
точному рыешю задачи 1) объ изгибф круглой пластинви парами силъ разно- 
мфрно распредфневпымя. по контуру. При состазлен1я ур приняли во внимане 


2) См. пышу работу, „О большижь прогнбажь круглыхь плестлновъ“. Сбори. 
Инот. Инж. Пут, бообщ. 1910 г. 
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покривлов!о средипвой полорхиости п такимъ образомъ получшли ур4я 
Фы 14 и 1—9 (@) аи Фи 


ати тя м т) ша 
с И: тс И [Е : 
ети та т) |" 


'Ур-в эти для намдаго частнаго случая могуть быть проиптогрированы вычне- 
питольвымъ путемъ. Результаты, отпосящеся къ одяому чпелениому примёру, 
представлены ва чертежв (92), гдЪ графически представиены прогибы, моменты и 
напряжешя въ различныхь разстояняхь оть центра нэгибаемой пластинки. Раз- 
стоя выражены чоровъ толщину пластивкк А. Черозъ 4, обовпечены прогибы, 
получаеные олементарнымъ путеыъ, ш—болёе точвыя зпачевзя прогибовъ. 1, и 7, 
обозначаютъ растягивающя уснлйя въ середивной поверхности, пмфюдия соотафть 
ствонзо направленя ридбуса п перпевдикулара къ ному. Изъ чертежа видно, что 
при прогиб пластивки, состевляющемъ 0,0 толщины, наибольшИя папряженя зъ 
оредивной плоскости пластинки достигаютъ 184, оть тЬхъ мансимальпыхь напря- 
же, которыя получаются зломватарнымъ путенъ. 

Съ возрасташеми прогиба разность между результатами точпаго и прибляжен- 
паго рышовЙ будеть возрастать. 


$ 81. Уоломя на ковтурВ плветинки. 


Задача объ изгибв пластипки сводится, какъ мы видфап, къ рёшешю 
дифферевщальнаго ур-я 


0% 9 92 
Вр 9) 


зе . (а) 


Пра иптегрироваши этого’ ур-я возпикаоть вопросъ о тёхъ усло- 
в!яхь, которымъ должна удовлетворять ф-уя ю на контур пластинки, 
Какь, въ самомъ дфлф, запишутся эти условя при равличныхь слособахь 
вакрёпиенгя краевъ’ пластинки? Въ дальнёйшемъ намъ придется имфть 
ДВло, гнавнымъ образомъ, съ прямоугольными пластинками, поэтому мы, 
для упрощен, составимъ пограничныя услов/я для ®, въ предположения 
прямоугольнаго коятура. 

Особенно просто граничныя условЁя папишутся для дадъланноло «рая. 
Для точекъ этого края прогибъ долженъ равняться нулю и плоскость 
касательная къ искривленной поверхности пластинки должна быть парал- 
леньня первоначаяьному паправлешю срединной плоскоети пластипки. 
Нели, напримвръ, врай прямоугольной пластинки, совпадаюний съ 065ю 2 
(черт. 93), задфлаяъ, то граничпыя условя для этого края напишутся 
такъ 

ди 
, (вуь == 0, ().=0........0%9 

Равсмотримъ теперь услоыя для оперталю рая. Опертый край при 

изгиб пластинки можеть свободио поворачиваться, но прогибы по такому 
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краю должны равняться нулю. Продположимъ, папримфръ, что край 
нзастипки, совпадающй съ осыо у оперть. Принимая во внимап!е, что 
свободное поворачиване этого края преднолагаеть отсутств!е изгибаю- 
щихь моментовь №, '), напишемъ соотвтствующя гравичныя услойя 
такимъ обравомъ й , 
#0 21} 
(6 == 0; (5 о $] =0..... . (210) 
Н»сколько болфе сложно ршается вопросъ о граничпыхъ условяхъ 
на свободном крийь пластинки. Предположныъ, паприивръ, что край 
пластинки 2 == а (черт. 93) со- -—_@ 
вершеппо свободепъ. 7 
Въ общемъ случа$, всё усиля 
по этому краю могутъ быть при- 
ведены къ непрерывному распре- 
дфленю изгибающихъ моментовъ 
М, скручивающихь момептовъ 
Н, и порерфзывающихь салъ №. Вполи® ‚встественио положить для 
свободнало края 


(Моны == 0; (Ма =0.... (0) 


Такимъ обравомъ, выфсто двухъ граничныхь усновый, которыя мы 
имфли вЪ случа оперниио и задъланнаю края, здфсь получаются три 
условя (5). Въ такомъ вид граничныя условя были установлены 
Роззоп’омъ, который первымъ, послВ появлен!я работь Зорые @егтаа *), 
занялся строгимъ обосповашеиъ основного ур-я (а) для ивоглухой по- 
верхности пластики. Значительно позднфе К исвой *} показаль, что два 
послёдея условя (5) не могутъ быть удовлетворены одновременно и что 
они сводятся къ одпому. Существо этого вопроса можеть быть выяспепо 
путемъ слёдующихь алементарныхь соображен!й. Положимъ, что 1799 
(черт. 94) представляеть собой свободный край пластинки, Выдёлимь 
изъ пего по длинв безконечно малый эломенть ширины Ау, зашлтриахо- 
ванный на чертеж. Скручивающй моментъ, приходящйся на выдфлен- 
ный элементь, будеть равенъ Н, ду. На основаши принципа 5. Уелаша 
можно утверждать, что величипа напряженй въ точкахъ пластинки, уда- 
лонныхъ оть выдвленнаго элемента, не зависить отъ способа осуще- 


х 


У. 
Черт. 98. 


1) Предполагвется; что иагибъ происходить подь дЪйотиемь нагрувонь, рас- 
продфлениыхь по поверхности пяастинки, 

2) ЗерЫе @егподв, которой принедленить устапорлен{е ур-я (в), походиив изъ 
ощибочнаго предположеня относительно. выраженя дли потенщальной знермх 


пластинки, Онь полагала 47 = 3 1-Е | ал ву. 
ут» Майь (СтеПе) Ва, 40 (1860 2.) 
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ствлешя пары Н, @у. Мы моженъ, ве вызывая перераспредфленя папря- 
женйй внутри пластинка, пепрерывно распредфленпыя касательныя усиля, 
дающ/я хоменть Н,@у, замБнить парой сосредоточенпыхь силъ, приченъ 
направлоте этихъ СИЛЪ выбрать совершенно произвольно. 

Направимъ эти силы перпендикулярно къ срединной плоскости по 
лашямъ, огравичивающимъ выдфлеяный элементь края пластинки. СоотвЪт- 
ственно принятому нами рапфе обозпачешю (черт. 89), направлеше этихъ 
силъ будеть такое, какъ указано на чертеж (94), я такъ какъ плечо пвры 
принято равнымъ 49, то 
каждая изъ силь будеть 
равна Н,, т. е. интен- 
сивностискручивающаго 
момеЕта въ разсматри- 
ваемомь м\стВ. Пере- 
ходя оть раземотрён- 
наго элемепта къ сосёд- 
пему, ограниченному на. 
чертеж пунктирной ли- 

Черт, 94. ней, можемъ произвести 

здЪеь такую же замВпу 

распродвлоппыхь усилЁ парой силь. Но при отомъ нужно имфть въ 

виду, что интенсивность скручивающихъ моментовъ вдоль края пластинки, 

вообще товоря, мВпяется, поэтому мы для новаго выдёленпаго элемепта 
получимь силы равныя у 


вн, 
94. 

К? 

По лини 78, разграничивающей два разсмотрённые элемента края 
пластинки, будуть дВйствовать, такимъ образомъ, дв прямопротивополож- 

н, 
ныя оилы Н, ий Н, + в @уи намъ въ даяьпйшемь придется считаться 
лишь съ ихъ разностью. Если представить себ весь край пластивки 
равдфленнымь па безконечно узкю элемевты ширины 4у и произвести 
для каждаго элемента такое преобравоваяе усилЁй, какъ это мы сдлаяи 
выше, то мы получинъ по всвыъ лишямъ, разграничивающимь наши 
._ 98; : 

элементы, усиля 5. 4. Такимь образомъ, непрерывное распредёлеше 
скручивающихь момонтовъ, на основаши принципа $. Уэпаниа, зам- 
вяетея непрерывнымь распредфленемъ перорфвывающихь силъ интен- 
сивности у 

Присоединяя эти силы къ силамъ М№,, получимь, въ случа» свобод- 
наго края, вмфето двухъ послёднахь условй (5) одно такое. услов!е 


Н, + 
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Выражая условя из свободномъ кра, въ зависимости отъ №, при 
помощи ф-ль (198), (205} и (207), получаемъ 


ди ди 0 д 
(> = т). = 6 я + (2—ч) за. = 0. , (21) 


Пронвводя олисанпую выше замёну моментовь Ы, непрерывно рае- 
предвлекпыми персрёзывеющими усяляни интенсивности аи › мы должиы 
остановиться на крайпихь элементах разсматриваемаго края, приле- 
гающихъ къ угламъ пластинки, Очевидно, въ каждомъ изъ этихь двухъ 
элементовь одна изъ силь пары Н.4у останется неуравновзтенной, 
поэтому мы въ результатв на- . 
шего преобразованя, кромё №}; 27 
непрерывно распредфленныхь р 
перерфзывающихь силь, по- 
лучимь еще дв соередото- 
ченныя силы (черт. 95), при- в 
ложепныя въ вершянахъ пла- Черт. 55. 
станки. Совершенно, такимъ 
же образвомъ, для края у==6, кромз пепрерывно распредфленныхь пе- 
рерёзывающихь усилй интенсивности 


„- 2 


получимъ у вершинъ сосредоточенныя силы Я, (черт, 95). 

ели для вершинъ ‘пластинки Я, = -- ЯН, = —Н \*), то соередо- 
точенныя силы приведутся къ системв, представленной на чертежв (96). 
Стрёлками указаны направлешя силъ, соотвфтствующея положительнымь 
значещямь Я. Для большей 
ясности разсмотримъ направле- 
я этихъ силь для какого либо 
частваго случая. ВозБмемъ, на- 
прим#ръ, изгибъ квадратной пла- 
стинки, равномфрно распредё- 
ленной нагрузкой. Края пла- 
станки будемъ считать опертыми. 
Для выясненя направлен сосредоточенныхь силъ, появляющихся при 
ивгибв въ верщинахь пластинки, нёть надобности имфть ур-е для изо- 
гнутой поверхности пластинки, Достаточно имфть ляшь общее предета- 


Черт. 96. 


2} Вол®дотвьо рфаньго излома контуре у вершияъ прямоугольной плвотинии, 
адвоь можеть быть нарушено равенство Н,==-_Н., воторов имфеть мёето внутра 
плвотинни, Тазому нерушеню разенотва соотебтствуеть" нарушен!е непрерывности 
иамьновя ивиряшен:Н у вершияъ ллеотинки. 


6. п. Тизощено. , в 
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влеше о видВ этой поверхности. Если равпомфрная нагрузка направлена, 
параллельно оси #2, то сфчешя искривленной срединной поверхности 
пластинки плоскостями, параллельными координатпымъ плоскостлыъ 25 
и лу, будуть имфть видь, представленный на чертежв (97). Прогибы, 
соотвфтетвующие этимъ сфченямъ, очевидпо, будугь тВмъ меньшими, чфиъ 
очен ближе къ соотвфтствую- 
щей сторон контура. На осно- 
вани этихь общихь данныхъ, 
мы можемъ установить знакъ 
второй производной 


ди 
929 


Черг. 91. 


для какой либо точки А, взятой у вершины Р прямоугольной пла- 
д 

стинки. Первая производная 3 для этой точки отрицательна и по абсо- 

лютпому значеню равна {7 угла, составляемого касательной къ с%че- 

вю 40, въ точкВ А, съ плоскостью контура пластинки. ели мы будемъ 

приближать точку А кь вершин Р, то велёдетв!е уменьшен!я крививвы 
: Е 

соотвЁтотвующаго ей сёчешя АС, отрицательная по знаку проазводная 55 

булеть убывать по абсолютному значенио, слВдовательно, производная 

фь 

беду положительна. 

На осповани ф-лы (205) ззключаемъ, что Я въ точкё Р отраца- 
тельно и соотв®тствующая сосредоточенная сила будетъ имВть направле- 
не противоположное тому, которое взято на чертеж (96). Совершенно 
такими же разсуждешями можемъ убёдиться, что у вершины Л вторая 


9% 

производная 5,0, отрицательна. Слёдовательно, Ы положительно и со- 
отвфтетвующая сосредоточенная 
сила будеть направлена такъ, 
какъ это указапо на чертежв 
(96). Повторяя разсужден!я для 
7. всвхъ вершинъ квадратной пла- 
Черт, 98. стинки, найдемъ, это соервдо- 
точенныя у вершинъ силы пред- 
ставляють систему, указанную на чертеж (98), Всф силы, направлены 

внизъ и прижимають вершины ивгибаемой пластинки къ контуру. 
Опыты надъ изгибомь квадратной пластинки съ бпертыми краями, 
пПодЪ дВйстыемь равномёрной нагрувки покавывають, что вершины пла- 
станки при ивгибВ имфють тенденшю приподыматься, и чтобы получить 
попрерывное соприкасан!е краввъ пластинки съ контуромъ, необходимо 
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приложить въ вершинахь сосредоточенныя силы, представленныя нА 
чертеж» (98). 

Сосредоточенныя силы, которыя мы получали при замВн% моментовъ Ё 
‚соотв#тствующимъ распредзленеиъ перерфзывающихь силь, являются 
слёдствемъ изломовь въ коптур® пластинки. Поли контурь пластинки 
представляеть собой плавную кривую, мы получимъ лишь непрерывное 
распредлене перерйзывающихь силь интенсивности ан ‚ ГБ $ — эле- 


менть дуги контура. 

Вътфхь спузаяхь, когда Н ностоянно по всему контуру, производпая 
ая обращается въ нуль. Олдовательно, такое распредВлеше скручи- 
вающихь моментовь не вызываеть въ пластанкЪ деформащй. Мы исклю- 
завиъ при этомъ, конечно, части пластипки, лежаця непосредственно 
у контура, гдЪ придется имбть дбло съ м%стными напрлжеными и 


деформащями. 

Для одпого частнаго случая, имепно, ддя прямоугольдой пластинки, мы можемъ 
бевъ воякаго затруднения изсафдовать, какъ общ ногибъ, такъ и мёотныя дефор- 
маи пязотинки подь дЬйотшемъ равномфрпо распредиенныхь по контуру момен- 
товъ Н. Дия этого воепольвуемся рышошемъ 8. Уепви’а дия кручешя призмъ 
прямоугольнаго поперечнаго очен. Прямоугольную пластпаку мы мояемь раз- 
осматривать, накъ предёль- 
ный опучай такой призмы, 
хогда однь пзъ оторонь 
прямоугольнаго — сёчешя 
весьма маль по сревнешю 
оъ другой. Равемотримъ 
оначвие кручене пластин- 
ви моментами, приложен- 
ными по краямъ, парал- 
пельвымъ оон и (черз. 99}. 
Раопредёлеше — касатель- 
пыхь напряжев!# по этимъ 
храямъ возьмемъ танныь же, камь это получается изъ рышешя 3. Уепапиа дия 
поперечныхь обчен! скрученной призмы (з. Г, отр. 162). Дия точевъ какой либо 
линш и, уделенной оть вершинъ пластинки, касательныя папражен:я съ большой 
зочноотью можно принимать парапдрльными средянной плосновти п ропорцо- 
ивльшыми равотоянно оть етой пиоскости, Совокупность вофхь этихъ наприжен! 
дветь иншь половину скручивающего момента. Другая половина этого момепта 
составляется изъ напряжен , дёНетвующихь непосредственно у вершиапъ пластинки 
и приводящихоя къ сооредоточеннымь силамъ Р (черт. 99). Такимъ образомъ, 
распредьнев!е напряженй оъ пластиек®, волн исключить части лежапия въ не- 
поередотвенной близости оть краевъ, парзилольныхь оси у, получается вооьив 
проетымъ. Отличвыми отъ вуля будуть пишь напряженя Х„ для которыхъ спра- 
водлива филь 


Х,=505..... иле неень: + @) 


тд черевъ 1 обовначенъ уголь закручивая плаотинки па единицу дяины, 
Для вапряжен! у краевъ имфемъ рьшёше 8. Уепапеа въ форм} бовконеч- 
выхъ радовь [ч. Г 8 51|. 
Совершенно Такриь шо обравомь, можно найтй вапрященя при окручизании 
18* 
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пластинки номонтами, распредблоппыми по кролмъ, параллельвымъ оси и, Выбо- 
ремъ этн момоптц такими, чтобы тВ силы, нь козорымъ приводятея касательныя 
усплы у поршипь пластпаки, были равны но величии® п противоположны по па- 
праплешю оплому Р, пайденнымъ выше, Тогда напряжены, пызызаомыл этими 
моментами, будуть ты 


и жееьние +) 


Иенлючеше вобтавялють части пластинки, ложапуя попосредственио у ираевъ, 
параляельныхь осп =. Здфоь болфо сложпый занопъ распродфяея папрашенй 
представляется рышешемъ 5. Увовиа, Балагая другъ на друга напряженныя со- 
стоян!я, соотафтетвуюция двумъ равсмотрфнвымъ ныше скручпваняит, заключаем 
паъ сравпешя ф-нъ (е) п (1), что пластинке въ этомъ случаф окажется въ общемъ 
не папряжонной п лишь вблизи ноптура будуть дЪНстповеть касатольныя папря- 
жон я, которыя легко вычисляются при помощи рёшешя $. Уепаи\а. 


Мы разсмотрВли три основные способа закрВплен!я краевъ пластинки 
({задфланпый, опертый и свободный край) и нашли соотвфтетвующия гра- 
нитныя условя для фЪ-и 10. На практик® приходится ветрёчаться и съ 
другими, промежуточпыми способами закрёплевя, Напримвръ, встрЪ- 
чается такое закрфплоне края пластинки, когда прогибъ по краю по 
возможепъ, поварачизан!е же края возможно, по сопровождается появле- 
шемъ изгибающихь моментовь, пропорщюпальпыхь повороту. Такимъ 
образомь получается упруз ‘задъланный краз. Иногда край пластинки 
опирается но на жестк ковтуръ, а на какую либо балку, прогибаю- 
щуюся подь дЬйстмемъ приходящихся на нее давленй. Въ такомъ случа 
получимъ упруго опертыя край. Возможны, конечно, и друме способы 
вакрёилешя. Составлено граничпыхьъ условЙ для вевхъ этихъ случаевъ, 
на оспован{н того, что было выше сказапо для трехъ освоввыхь спосо- 
бовъ вакрфплевя, не продставить пикакихь затруднен!й. Если, папри- 
мБръ, край пластинки у = 6 (черт. 93) упрую задюлань, то соотвЪт- 
ствующя гравичпыя ублов я напишутся такъ 

й 2 
бое бя кон =) 

Коэффищентомъ х характеризуется жесткость задълки края. Соста- 
вимъ теп®рь гравичвыя условя для того случая, когда край пластики 
{у = 68) опирается на балку жесткости У. 

При изгиб® пластивка будеть производить па балку непрерывно рас- 
предфлепныя давленя, а балка въ свою очередь будеть оказывать на. 
край пластияки равныя и прямо противоположныя этимъ хавлешянъ 
реающи. Реакщи эти составятся изъ перерфзывающихь силъ №, и изъ 
силь — 5, замфняющихь дВёстые скручивающихь момептовъ Не, блв- 
довательно, балка, поддерживающая край пластипки окажется загружен- 
ной сплошной нагрузкой интенсивности 


о уе 


9% з) 92? 9у 
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Пользуясь дифферепмальнымь ур-1омъ (4) для изогпутой оси балки, 
напишемъ искомое граничное услов!е такимь образомъ 


д*зх 9 до 
о 


Второе услове, при свободномъ поворачиваши разсматриваемаго края, 
напишется такъ 


(5 9% о 
РЯ т) „= . 


Если же упруго опертый край вовсо яе можеть поворачиваться, то 
въ такомъ случаВ будемъ имЪть 


Безъ всякихъ затруднеяй можеть быть паписапо граничное услове 
й въ томъ случаЪ, когда поворазиваню края препятствуеть упругое 
закрёплеше. 


$ 82. Изгибъ эллиптической плаотинки съ задёланными кралии ‘). 


Задача объ изгибЪ эллиптической пластинки съ вадфланпыми краями, 
въ случаф дЬйствя равномфрпо распредфлепной пагрузки `рыпается осо- 
бепио просто. Въ самомъ кВлф, мы удовле- 
творимъ дифференщальному ур-ю 


6. о 0 
о (тер и] =... 


9 го ди . 
и усломямъ па контур# нашей пластипки (чорт, 
100), если положимъ 

2? РЫ р ‘ 

9 = С (+5 ,), .. (6) 
У 

гдё для краткости введено обозначено ° Черт. 100. 

= — Е у енне (©) 


. 24 24 ..16\'` 
Рени) 


Для провфрки этого составимъ посяФдовательныя производиыя оть 1: 


ди 4 до д - 
де а (+= я '); ду — (2+ 1) --.@ 


2) РЬшен!е этой задачи принадлежить @. Н. Вгуал’у 
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Фи _Зй  6Г ди Ве 46 (у } 
РЯ и а (5 я ); РЯ м шкя-!). ©) 
д _ 240 0% _ 246 ди _8в 

Е д} РО 2} ди т.о. (Г) 


Подстановкой четвертыхь производныхь (1) въ ур-в (а), убёждаемся, 
что при выбранпомъ значеви с, ур-е это будеть удовлетворено. Кром 
того, изъ ур4я контура пластинки: 

Ра 2 


+10. 


слёдуеть [см. (5) и (@)], что на контур 


м, 


› в=0 ду = °, 


№ =0 

т, в. прогибы па ковтурё равны нулю и края пластинки не поворачи- 
ваются. Такимъ образомъ, рёшегие (Ъ) удовлетворяеть всёмь поставлен- 
нымь условямь и представляеть собой искомое рёшен!е задачи. 

Иня выражене для прогиба, мы легко находимъ веВ элементы, 
характеризующие изгибъ пластивки. 

Наибольний прогибъ получится, очевидно, въ центр пластинки и мы 
его найдемъ, если въ общемь рёшеши (5) положимь + = у= 0. 

Тогда 
1 < (213) 


| 


= 
2 
И 
° 
и 


Жогда $ = а, контуръ пластивки обращается въ кругъ, и мы полу- 
чаемъ извфстную ф-лу для прогиба круглой пластинки съ задфланными 
краями: ‘ 

44° 
= В 


Другой предёльвый случай получвыъ, положивъ В = <, тогда 


—_ 4 _ 109’ 
(0). = 34 = За" 


Это—прогибъ балки-полоски, пролетом» 2а, при дйств и равномёрно 
распредёленной нагрувки. 

Для вычислешя вапряженй пужео обратиться къ выраженямь (198) 
для пэгибающихь моментовъ 4, и М,. Нанбольшихь напряжевй слё- 
дуеть ожидать у концовъ малой полуоси эллипса и въ центрё пла- 
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стинки. Цоложимъ 8 > и, тогда пужныя для расчота значешя №; будуть 
Мел .). 8е 


ди 
ны (дана 


1 в 
=20.4 (5 — я) 
Слфдовательно, наибольшее напряжене иметь мфето у кондовъ 


малой полуоси, гдф М, достагавть наибольшаго значенял. Величина этого 
яапряженя равна 


(М,).= 


8 6 69 1 
| ао лит: 


тей 


‚ 24) 


Если положить «=, то придемъ къ извёстной ф-лВ для круглой 
пластинки съ задланпыми краями: 


8 40? 
(Х2..= р 


При 6 = <>, получимъ папряжеве, соотвётствующее изгибу балки 
полоски съ вадфланными кондами подъ дёйствемъ разномВрной нагрузки. 

При помощи ф-ль-(198) и (205\, мы можемъ вычислить значешя 
М, М, в Ы для любой точки пластинки и х 
опредфлить соотвтствующия имъ значешя Х,, 
У, и Х, По этамъ величинамь легко нахо- 
дятся въ любой точкВ вначеня главныхь на- 
пряжен!й. 

Найдемъ выражевя для моментовъ и пере- 
ревывающихь силь, дёйствующихь по криво- 
линейному контуру нашей нластинки. Пусть 
чпир (черт. 101) представляеть элементь плз- 
стинки, выдвленный у контура сзчетями, парал- 
лельными плоскостямь 25 и 29. 

Направлене внёшней нормали къ контуру 
и направлеше элемента контур примемъ за оси 2 и у'. Тогда, обозначая 
черезъ 8 уголь между 2 п 2’, получимь такую таблицу значенй коси- 
нусовъ угловь между новыми и старыми осями 


Зари. 101. 


: 


и 


— т 0 | 6080 ^ 
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Пра помощи этой таблицы составляемъ выражен!я для напряженй 
по площадкВ нормальной къ 2’ (ем. ч, Т, ф-лы (6) и (7)] 
Х', == Х, в 0 Уз + Х, 5 20 , 
1 (ен. - (2) 
х=—фэ5(5.— У,) т 20 -+ Х, 20820 


Отсюда легко паходимь выражешя для изгибзющихь и скручи- 
вающихь моментовъ, дёйствующихь по краю пластинки 


А 
+1 


М Й Хз ар =: М, с0576 + М, "0 -- Н, 8 90 
1 .. (216) 


ь 
7 


= [ха = — 306 1.) 5% 20 + И, 090 
-* 


Проектируя всВ силы, приложенныя къ выдвленному эломенту эр, 
на паправлене оси 2 получаемь выражене для перерВзывающихь 
силь №, дЬйствующихь по краю пластинки 


№ = М, 6050 + №,510......... (217) 


Ф-лы (216), (216} и (217) рышають вопрооъ о напряжешяхь, момен- 
тахъ и перерёзывающей сил, дЬйствующихь по любому нормальному 
свчению пластинки. Вычисяимъ, наприм8рь, значеше перорёзываюжей 
‚силы на контур® нашей пластинки. На основаши общихь ф-ль (207) 
получавмъ 


245% 8х 24су 869 
наи; мер). 
Кромё того, изъ ур-4я эллиптическаго контура имемъ 
я Я 
6056 2 т =— 4 уе 


45 Уувтеии: 98 — урн 


Вставляя ‘это въ ф-лу (217), получаемъ 


80 [а (зе 9" [За 
ы уая (в (2 у = ( =). 


При а =ё. 


Этоть результать для круглей пластинки можно было бы получить 
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сразу дёлешемь нагрузки ла’а, лежащей на пластинхЪ, на окруж- 
ность 21а. 

При составяени выражешя для давлен:й, воспринимаемыхъ конту- 
ромъ, нужно къ перорёзывающимь силамъ № присоединить непрерывно 
распредёленныя усиля, замняюнця скручивающе моменты Ы. Принимая 
во внимане направлеше для М, принятое при составленши ф-лы (216), 
мы путемъ такихъ же разсуждешй, какъ и въ предыдущомъ параграф, 
найдемъ для резкий коптура выражене 


№-+ 9. 
95 

Имя это выражене и ф-лы {216} и (217), мы легко могли бы с0- 
ставить граничныя усломя для любого способа закрвилеШя эллипти- 
ческой пластинки. Иъ сожалёню, до сихъ поръ удалось получить рёше- 
ню лишь для разсмотрённаго выше случая пластинки съ задЪлапиыми 
краями. ` 


$ 58. Изгибъ круглой плабтинки. 


НИ которы рышеви для круглой пластинии мы могли получить выше, рав. 
сматривая ее какь чостный случай пластипки съ оллиптачеокимь контуромт. 
Но задача объ изсибЪ нруглой шизотинки момоть быть раврьшена тъ гораздо 
болфе общемъ олучаь 1), При разыснанш этого рьшошя, выгодно, конечво, поль- 
зоваться полярными координатами. Располагая начало координать въ центр 
плаотивни и опредёляя положон!е_паной либо точка, величиной радгуса вонтора г 
и угломъ @, составляемымъ этпыъ радрусомъ съ осью 2, будемъ имфть 


2510080; уже. 


`Вводл вмфото ш и У новыя перемфнныя г @, получимъ [ч. Ъ, огр. 106} 


д бо ди 190 1 бе 
Ро тя В 
Общее ур-4® (206) для изогнутой пластинни напитетоя зон 
2(* пт ”) [С 110 
Но бк 0) тк и + 1 
или выполняя диффоренцировая!е 
р В М А 
аа т (пра) и. 08 
А. СЧеввоь дель’ общее рьшено`этого ур-й и примфиияь его къ олучаю дёй- 
ств я па шлостинку одной сосредоточепной силы. Имфя ршеше для оосредогочен- 


яой силы, мы путемъ наложев!и найдемъ изгибъ пластинки любой системой онль, 
периендинулярныхь кь плостникё. 


Ограничимся зхфоь проотЬёщиыт случаем, ногда нагрузка, ивгибыющая пла- 


&) Имфотоя общее рышен!® дия изгиба иругпой пизотинки нагрузкой, нормель- 
вой мь сродинной циоскооти я любымъ обраломь рвопредфяенной шо поверхности 
пластинки. Ом. А. С19ЪвоВ... ваше р. 5. Уепалф. $ 75, отр. 768, 
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стинку, распредёлона епыметрично относдтольно центра. Прн отомф услонш сре- 
дивная поверхность наогнутой пластпиии будотт, поверхностью прыцешя и воли- 
чипа прогиба 1 будеть завпофть лишь оть разстояыя г разоматриваемой точки до 
донтра пластинки. Вь токомъ случа въ ура (918) пропадуть члены, зивлючаюние 
производныя по (, и мы получпиъ 


202 би т 10 а 
аня ео. ....... 8) 


Общий патегралъ соотаьтствующаго ур4и безъ послфдияго чпона паппиется 
такъ 1) 


ра 


Се бут той . 
Присоединяя въ пому частное рьшешю урчя (918), получимъ общее зыра. 
щовю для зи, Особедно просто рёшается задача въ тЬхъ случаяхъ, когда интенсив- 
ность ногруаки а представляется цфлой алгебраической ф-1й отъ г. 
Возьмвиъ, напримфръ, равномфрво распродвлевиую нагрузку, Въ отомъ случав 
4—постоявио я частное рщев!в ур-я (218') вапишется танъ 


= 4“ 
"=и5 
Проязвольшыя постоянных зъ общемъ интогралЪ 
2 
Ок -н баты С, а -- 4+5 


вуяво опредфлить паъ услов! па нонтурА и пъ дентрЬ плоотинки (мы иродпола“ 
говиз пластцыку сплошной). Чтобы прогибъ пластинки и кривизна пъ дентрь 
(при 7==0} получались конечными, нужно положить въ общень интогра 
9=0,=9. р 

Услбая ва ковтурь ("==а) вопишутся различно эъ завнонмости оть способа 
закрфиленя. Для авдфлавпаго края будемъ ныть 


6 (2 =0............9 


Въ случе опертаго края, пужно составить выражешю для изгибающихъ момен- 
топъ по контуру и приравнять это выражене пулю. Приводя ось &: къ совпадепио 
съ поправяевеыъ 7 н ириномая по воныаа1е, что пъ зтомъ случаВ для симметрич- 
наго изгиба ныфють мзото разепетва 

2ы бо. бы т Я 
Я ат ть м’ во 


Нойдомъ для иагибыющихь моментоть, дЬйотвующихь по краю плаотиния, 


©), 


выражен! й , - 
оо оды 
=-5 (+; еее тина +) 
Услошя для опертаго края папишутоя такъ 
р 9 од —_ 
(2), „=0, 9 а. = уе ааена + (6) 


Опредфиля произвольный постояпныя 0, и С,» нь оспозахни услолий (а), полу- 
чим для плаотинки оъ задфланпымь кравыъ: 


ми И... 9 


2) Токое ур4е мы нызля при рышен!и плоской задачи въ полярныхь нобрда- 
натахъ, ом. ч. 1, отр. 108, 
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Подобнымъ же образомв дия пластинки съ онертымь праеыъ пайдемъ 


да (2 — т) 
7 15 


р [Е 


Иня ур4ю паогнузой поверхности, легко найти эначевя изсибающихь п скру- 
чизшощаго моментов, в тоне состебтогоующы имь наиряженя. Мы приняли 
оь @ совпедющей оъ папривлешемъ г. Въ токомт, случеф 


, . 
ино 18); м, =—5 (5 о; н=0. 


ление ‹ : 080) 


т ра д" 
Вотавляя сюде вмфого 4 ныражено (213), пайдемъ 


М, = 5 {7 (1-0) —2 (8+0) 


м, = Е а-+—п +39). 


Не зонтурЬ пластинки будем имёть 


, , 
 щ=-®, щ= 94". 
Въ повтрь мала 


Нанбольнця напрямен!я получаются у задфлавнаго врал, гдЬ 
— 3 902 
Рик: = 8. ©. 
ные М 

Въ случа плестинни съ опергымь краомъ, получиыь 


М, = 


& [8 (В+) — 11 (8+0) 


м, = Е [2 В-+9) —# (+86). 


Ненбольшя напряжевя имфють мфото шъ центр пластлнки, гд® 
2 _ р 
м, = в, = 89, = Об ий. 


Оравнииъ получениые дёсь результаты приближенной теор пластенокь съ 
точными рышошями. Ддя пластинки ох опертымь иравыь точное рышенце дать 


намт 1) 
2 [80-49 аз 240, Эа 
Яд =[ в бе в а . 
ТИ ЕЕ 
о те +ре в 5—9) 


Мы зидимь, что въ тёхъ случаяхь, когда толщинй пластинки # мале по срапне- 
шо съ рыйусомь а, поправки, которыя получаются путемъ точных рёщеля, 
з 


весьма ‘малы (порядка ы) и мы ими можемь при роочетажь пренебрегать. 


Тошя же заключен отноеитольно точноети приближенного рёшошя можно 
получить и для плуотинки оъ вадланиыми краями, 

* `Путеыъ олементарныхь сообрыжев{, анвлогичныхь тмъ, которыми пользуются 
при опфикь вщявя каоблельвыхь снлъ не прогибъ балокь, можно поцазить, что 


1) бы./'ч. Т, отр. 207. 
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глапная часть попрашки иъ приближоциому выражение для прогиба илвстиики (220) 
соотвВтотвуеть дЬНетино косатольныхь напряжов!й 72. 

Ви заключено прозводимт окончательные результаты, получаемые наъ ур-ы 
(218/) дан нёекольнихь частных водоль ивгрузки, 

1} Для пластныки съ опертыму, краемъ, нагружепной лъ цептрь сосредоточен- 


вой евлой Р 13 
ЕВ И р ИИ 
= [ Ната @ 


2) При той мо нверузкь, но для пластинки съ звдёланнымь краемъ 
РЁ Е И 
тр [-. и:+ с @ — =” 
3) Для пластияки съ опертымъ краемъ, посущей вагрузку Р, равномрво рао- 


предфиеняую по кругу родёуов 8, выражен дли о пыбеть радпичныя форыы въ 
зазисимости отъ того, будеть ли *>> или <Ь 


ера т = ба ох @#—"] 


, Р 
ть ееь | 
вной-а-ди,, _, 
Зака © =] 


&) При той жо вагрувий, 30 для пластин оф вадйланшыь крабыъ, будень 
цыйть *) 


2 [емо “ 
мы [0 ние 


в ар [+++ в (1+5 2) е-=] 


= [Нине + +) ®- 


Зодача объ пвгибь круглой пластинки, пожащей на оплошномтъ упругомь осво 
ванн раарышопа Н, Ненш”ем» *). 

Еоли чоревъ # обоепачимь кооффищонть, яз который пушно множить про- 
гибъ 10, чтобы получить интенсивность ровкши сосновая пь разоматриввемой 
точнь и, пром того, введемъ обоанвчеше 


. 
ут 
то для макоимельнаго прогиба плвотинки безконечно большого радгуса подъ дьН- 
отшемь приложенной ть цоптр силы Р, получиыъ выражен! е 


Г 


_ в 
® = вр” 

Пластипка при втомъ подраздфлится на рядъ волнъ, идущихъ по концоптри- 
ческимъ нругамъ и поотопенно затухьющихь по мёрЬ удалешя `оть точки прало- 
зкеня силы. Мы получаемъ токимъ образомъ, наден{е аналогичное тому, которое 
выфеть мёото при изгиб бозконечио длинной балки, лежащей па упругомъ оепо- 
ваши п нагруженной сосредоточениой силой, 


3) Рышешя 8) и 4) Припадлежать 8. Уород?у, Сы. обширное примбчане 
кь $ 46, перевода иниги А. ©1вЪесь’о, отр. 854. Рёшеши 1) п 2} в также ревультаты: 
(215) п (20) быпи-получевы Ройввов’омь. 

=) Сы. @еавла, УРегке Ва. 1, стр.288 (1895 г.). Рышев!е этой задачи пря различ- 
пыхь иагрувкахь съ помощью $4 Вевзерн ныфется въ статьф А. Н. Дивввка 
Ом. Изв. Донского политехникума, т, П (1948 г.). . 
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$ 84. Изтибъ прямоутольной плаетинки еъ опертыми враями ‘). 


Пусть-@ и 6 длины‘ сторонъ прямоугольной пластинки (черт. 109). 
Поыфстамъ начало коордипать въ одной изъ вершинъ прямоугольтаго 
коптура и направимъ оси по сторонамъ плз- [22 
станки. Интенсивность сплошной изгибающей Г 
нагрузки въ общемъ случа будеть перемн- у 
ной, и мы ее опредфлимъ пёкоторой ф-ей | 
[ (©, у) Тогда даффередщальное ур-е изо- ^- 
тпутой поверхности пластинки, налишется у 
такъ Черт. 102. 

я й а 
9 ор +1 ди = гей. (.....@) 


Такь какъ края пластинки оперты, то на коптур® прогибъ 2 и изги- 
баюнае момепты М, и М, должны равняться нулю. Сл8довательло, 


и = 0, прих=0, х=а у=0, у=ё 


95 Яш. _ 

дя Чу 0, приз =0и нра $ = а. 
9: фи 

бу вот 0, при у= би при у = 5. 


Мы удовлетворамъ всёыъ условямъ на контур8 пластинки, асли возь- 
мемь для прогиба пластипки выражен! 


‚ ищо . пу 
Не М еее + 
А, ат —о эт —р ©) 
тд т и я пфлыя числа, Встаяляя это въ лёвую часть ур-я (а), най- 
демъ для нея выражен! 
пи’ _ и*\* , тр. ит 
Аи [3 от ТР и РТУ, 
$ в $ 
и ур-!е будеть удовлетворено лишь въ томь случа, вели интенсивность 
изгибающей нагрузки въ каждой точкё пропорщональна принятому про- 
гибу (5). Чтобы получить рёшеше для любого распредёлешя сплооной 
пагрузки, воспользуемся тВыъ обстоятельством, что любую форму искри- 
вленной поверхности нашей пластинки можно представить въ вид® двой- 
ного бевконечнаго ряда, члены котораго будуть имёть видъ (ъ). 


‚) Призодимоо шо рашошю приньдлелагть ьмог. бы. СоБзоь.. ный, р. 
$. Увльшь, пофе ап $ 78, отр. 740. 
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Въ такомъ случаВ можно положить 


у .` та пт 
и = дви ат ТИ. еее (©) 


Вставлял это въ ур-1е (а), находимъ, что коэффищекты А„„ ряда (©) 
должны быть подобраны такъ, чтобы было выполнено услов!е 


тоь ито» 
< \“ ва 3?) их. ппу 1 
"у 4. =) т — 9, 7%... 9 
тт в 


Для опредълешя этихъ коэффищентовь воспользуемся извЪетнымъ 
пр!емомъь. Помножимъ об части равенства (@) на &и и ду и п- 
томъ проинтегрируемъ въ предфлахъ оть 0 до 5. Принимая во внима- 


не, что 


5 


/ 
ай ви "Яд =0 при в + 


8 


$ 4’ 
= щи =я, 


перепишемъ равенство (4) такимъ образомъ 
к 


со Ы 
м эй т). ттх_1 . ‚ ву ‚ 
8" » 4 (5+) т = ДГ" ву. 
$ 


в а 
п 

Въ лёвой части суммирован!е выполняется по 7; число # остается 

постояннымь равпымъ я’. Чтобы привести полученный рядъ къ одному 
й 
члену, помпожимь об части равонотва (4)’ на вр "7" фе и проивте- 
грируемъ въ предфлахь отъ 0 до а. При этомъ пропадуть вс члены 
ряда, кромф того, для котораго т = и, и мы въ эаключене по- 
лузимъ 
2 


а 5 
ава Са 1\1_ 1 ‚та ‚ пту й 
т 4. (т -— >) т а г. № | 7 Геза. . (9) 
$ $ ` 


аа 


Если законъ распредьлен!я изгибающей нагрузки заданъ, мы вота- 
вляемъ соотвётотвующую ф-№ю Г(2, у) въ равепетво (4) и выполняя 
интогрирован!е, получаемъ иокомое зпачен!е коэффищента 4». 

Напринзръ, въ случа равномзрной` нагрузки интенсивности 4, 6у- 
демъ имВть 


Роу =1 
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& ь 
1 ‚ ТкЗ ‚ Пу — 
роет аь Гонт у в) @у 
$ $ 


_ 946 
рт 


{1 — 005 тт) (1 — 08 я т) 
Ур-е (4") даеть намъ 


Ан == 


ея 


164 


а 82 
Фит (17+ >) 


при %* и я нечетныхъ. 
А„„ = 0, 
при или я, или + и и четныхъ. 
Ветавляя это въ общую ф-лу (с), получаемъ для прогиба пла- 
станки подъ дёйстНемь равномфрпой нагрузки гакоо выражен!е 


ыы вт т 
а 


164 
“р 


тие, в... 


„= (...: (220 


Гели пластипка изгибается сосредоточенной силой Р, припьженпой 
въ точкВ и ==, у==@, то ф/я /($,у) равка пулю по всей поверхности 
пластинки, кромВ точки приложеня силы, и мы найдемъ изъ (4)" 


тт, пка 
вета 


— 88 
[ $ 


рта (= — я), 


4 Реж 
Ат = 


Въ этомъ случаф получаемъ для прогиба выражеще 


тео нЕ 5 те „пита 


4Р а $ ‚ тте ‚ ищу 
в — о а тт, тр. (222) 
Е #1 я*тя 


Подобнымъ же образомъь легко можеть быть получено вырежене 
для и при всякой другой нагрузкВ *). 

Остановимся теперь подробифе на случав дёйстыя равкомФрко рас- 
предфленной нагрузки, съ которымъ часто приходится встрёчаться при 
техничоскихь расчетахъ. 


1) Рышево (6), когорымь мы адьоь поопольвовались, мояеть быть роспроетра- 
нено на тогь случай, корда нагибаемая прямоугольной пластика съ оиортыми 
раями хежить на упругомъ ооновануи, См. работу А. 1. Маслова, 
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Имфя общее выражеше (221) для прогиба и полагая въ пемъ 2 == ® 


2, 
у = р ‚ Получаемъ зпачеше стрёлки прогиба въ центр® пластинки 


х ® тя _ 

=. = 199 = ы и 

"" тр т. 27 

Вставляя вмвсто ДР его выражеше и вычисляя впачене двойной 

суммы при задапномъ соотпошени между сторонами пластинки, молемъ 
представить максимальный прогибъ такъ 


ей 
Еи 
Рядъ значен\ коэффищента я приводимъь въ вижеслёлующей таб- 
лицф !) (стр. 290). Изъ нея видно, что съ увеличенемъ отношения $: @ ве- 
личина прогиба прямоугольной пластинки быстро приближается къ про- 
гибу пластинки изгибаемой по цилипдрической поверхности (этоть ивтибъ 
будемъь имфть. при =>). При 2 «= разность въ прогибахь со- 
ставляеть примЪрпо 6'/.°|, оть прогиба пластинки, При ;- = 5, эта тия- 
ность меньше ‘/,°/,. 


+ Для ивтибающихь моментовь М, и М,, на основани (198), будемъ 
ИМЕТЬ 


и == а. 


< > наи 
16 927 и „ ТТХ. пу 
= та 8 т . 
т 2, № в $ 
ии. ИИ [РН — 
у в 


ЗдЬсь черозъ |+ обозначено отношен1е $: а. 


\} Таблица эта ваныстпована изъ статьк В. Г. Голеркива, ом. Изв. Петербург, 
Пол. Изнст, 1916 г. В. Г. Галеркинъ береть дли м вырыщене отличное оть (271), 
ТВ ряды, при помощи которыхь у него вырожается прогибъ ‘и друге влементых 
харекторизующе изгибъ пластивия, окозывоются болье удобными дин лячнолра!, 
чВиъ ряды рышены Мажег, При вычислени табянщы принято ‘о ==0;3, 
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На осповани полученпыхь выражешй заключаомъ, что для дпухъ 
пластинокь съ одинаковымь отпошонюмъ сторонъ (к папряженя въ 
соотвётетвующихь точкахъ будуть одинаковы, сели только раввы 
полныя нагрузки, ложашия на пластипкахь ‘). Вь силу свыметрии 
заклютаемъ, что наибольнИя папряженя имфють мото въ цоптрв пла- 


стинки. Полагая =5, у= 5, пайдемь 


Значеня коэффищентовь В в В, при разныхь соотпошешяхъ между 
сторонами приведены въ таблиц \У, Съ. увеличешемъ длины пластинки 
вначен!о максимаяьнаго изгибающаго момента приближается къ величипь, 
соотвфтетвующей изгибу пластинки по цилиндрической поверхности. Если 
при в = $ расчеть пластинки замфнить расчетомъ балки полоски длины 4, 
то въ величинв максимальнаго момента получимъ погрышность, соста- 
вляющую около 59/,. При р = 5 погрАипность эта составить лишь '/50/., 

Для опредёлен!я порерёзывающихь силъ воспольвуемся ф-ами (207) 


Ветавляя вмВсто № его значеве и произведя соотвЁтетвующ!я вычи- 
сленя, убфдимся, что наибольшия значевя перерфзывающихь сяль 
имвють мото въ среднихь точкахь сторонъ пластинки. Эти макси- 
мальныя вначеня № и М, могуть быть представлены въ такомъ 
ВЕД 

(Мы = 19а (Мих = 1198 ` 
знален!а коэффищентовь фи 17, приведены въ таблиц У. 

Для получешя давлев!й, передаваемыхъ пластипкой на контуръ, 
нужно къ №, и №, присоединить еще дополнительныя усил1я ($ 51) Е и 
ь, обусловлеиныя скручивающимъ моментомь Я,. Давлешя въ век 


2) Веюточен!о ато пторзые быхо выскевено Мамоме’риь. Ом, С1ебвой, фтьй, 
$. Увпао олр. 758. 
С. П. Тамотонко, и 
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нихъ точкахь сторонъ контура пластинки представятся такь 


Коэффищенты 8 и 8,, вычисленные для равличныхь значетй р, 
приведены въ таблицё. Кром того на чертежь (103) представлено из- 
мБноне полпыхъ давлеи!й и давленй, соотвётствующихъ скручивающимь 
моментаыь Ы,, вдоль стороны квадратной пластинки. Чортежь (104) ') 
представляегь ивыфпене вдоль контура перерввывающихъ силъ №, а №, 
для пластинки съ отношешемъ сторонъ „=4. Вычисленя показывають, 
что опорпыя реакци, соотвтетвующя №, а М№,, уравновъшивають па. 
грузку, лежащую па пластинкф. Дополпительныя резкциа отъ скручиваю- 
щихъ моментовь М, уравповфшивають сосредоточепныя  роактивныя 
силы А, дЬйствующия въ вершинахъ пластинки, 


ТАБЛИЦА У. 


ОНИ 
= 
. $ ы 
5 Р- 
. В | И 
м з 8 Е и: 4 
О & ; х р | 
з и и | | Не | 38| 
=8 | 1 : 1 И: 4 + + й 
Е | 
в а 8 ря ы ® 8 8, т 
10 | 00448 | 0,0470 | 00479 | 0898 | 0,388 0420 | 0,420 | 0,065 
11 | 00580 | 0,0558 | 0) 0860 | 0,315 | 0,440 | 0,400 | 0,064 
12 .0616 | 00696 | 00601 | 0380 | 0294 | 05455 | 0,577 | 0062 
18 | 00697 | 00898 | 0,0504 | 0897 | 0,575 | 0468 | 0,5357 | 006% 
14 0.070 0,0763 9,0506 0,411 0,258 0.418 | 0,387 | 0,059 
15 | 0088 | 0082 | 05500 | 0424 | 0242 | 0486 | 0828 | 0057 
10 | 00508 | 00862 | 0,0498 | одзб | 0,229 | 0,401 | 0,308 | 0,064 
17 | 00084 | 00008 0,0486 | О44а | 0218 | 0498 | 0287 |0; 
18 | 0,1017 | 00948 | 00479 | 0,452 | 0205 | 0,499 | 0278 | 0050 
1,9 0,1064 0,0985 0,0471 0,459 0,194 , 9,280 | 0,048 
20 0,1106 | 0,1017 0,0464 0465 | 0,185 0,508 0,248 | 0,046 
30 0,1388 0.1189 0,0404 0,498 : 0,194 0,505 0,166 | 0,081 
40 9,1400 0,1285 0,0884 0,198 0,098 0,502 5,125 
5,0 | 0.1416 | 01246 | 0,09% | 0500 | 004 | 0, 0100 | 009 
< | 0422 | 01250 | 0,0815 | 0500 — 0,500 — _ 


1) Чертежи 103 и 104 зыямотворавы изъ ивиси Н, Нодску, Дег брапрапает- 
нева 40 госу Нвер Реп 1913 г, у 
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Полвое давлеш!о, соотвтствующее перерзвывающимъ силамъ №, и 
передающееся на короткую сторону пластинки, медленно возрастаеть 
съ увеличошемъ длипрой сторопы и въ предфльномъ случав пре- 
восходить то давлению, которое мы имфемъ ДЛЯ квадратной пластинки 
(. е. величину * “) примрно на 8,5/,. Полпое давлене на ту же сто- 
рону контура отъ скручивающихъ паръ составляеть въ случав квад- 
ратной пластинки 26‘/, и въ случаф весьма длинной пластинки 859/, 
оть того давленя, которое обусловлено уситями №.. 

На длинныхь сторонахъ ковтура давлене, соотвтствующее скручи- 
вающимъ парамъ Н,, играеть меньшую роль. Его значеше убывает 
съ возрастаемъ длины пластинки, и, напримБръ, при == 8 оно ©0- 
ставляеть лишь около 8°/, оть давлешя, обусловлепнаго силами М№,. 
Изъ чертежа (104) видпо, что при р -==4 давлене въ средпей части 
дливныхь сторонъ контура оставлся почти 
постояпныиь ци близкимъ къ давленю, 
соотвфиетвующему  безконечно длиплой 
плостинкЗ. 


№: 


| 


обра абы обр 


г 


на 4 


Черт. 103, Чрорт. 104. 


Рвактивныя силы В, сосредоточенныя въ вершинахъь пластинки, 
опредФлятся изъ ф-лы 
9' 
В= — 21, =20 (1 —с 
= 0—9, 

Всетавляя сюда висто 0 выражен! (221), получимъ для В вначеня, 
призеденпыя въ послёдней строкф таблицы У. 

Рышене Мамег можно пранфиить при изслёдован!и колебанй пря- 
моугольной пластинки. Чтобы получить соотвтствующое диффёренллаль- 
ное ур-1в, нужно въ правую часть ур-я (а), выЪсто изгибающей нпа- 
грузвкн вставать силы инерщи. Если черезь 4 мы обовначимъ а%съ 
пластинки, приходяцийся па единицу поверхности, то ур-в для колеба- 
Ей напишется такъ 

96 99 
ры 


.Я. 
Я 
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Мы удовлетворим» усяовямъ на, от нластинки, чел положимъ 


ттх 
оо ТЯ зи ПТИ оз рр, 
в $ р 


Вставляя это въ ур-+е (2), получаемъ для частоты выбраннаго типа 


колебан значене __ 
=") И №. 
2= Я г 


Изслёдоваше собственныхь и вынужденныхь колебай пластинокъ 
можеть быть выполнено въ разсиатриваемомъ случа также, какъ это 
„было сдвлано при разсмотри колебан! балокъ съ опертыми концами. 


$ 56. Изтибъ прямоугольной плаотинки, у которой дз пряшопротиво- 
положныя стороны оперты, а дв® друг вакрфплены любымъ еповобомъ. 


Предположимъ, что стороны пластипки, параллельныя оси у (черт. 102), 
онерты, & дв друМя стороны закрёплепы какъ угодно. При ивслВдо- 
ван вопроса объ изгиб® этой пластинки, воспользуемся рыпещенъ 
М. 18уу '). Мы удовлетворимъ услойямъ на опертыхъ сторонахь пла- 
стинки, осли возьмемъ частное рёшен!е дифференщаяьпаго ур-я 


и 90 9 1 ` 
де Тао Г д р'Ф).... ..® 


въ такой форыВ 


ии ТИ... :: 


Зафсь У, — ненавфстная пока ф-я оть у, которая должна быть 
выбрана такимъ образомъ, чтобы было удовлетворено ур-е (а) и усло- 
я по сторопамъ пластинки, параллельнымъ оси 2. Будемъ искать вы- 
ражен!е для прогиба пластипки въ форм безконечнаго ряда: 


р Ур, нение, © 


который получается путемъ наяожен!я рышенй вида (5). 
Ветавляя выражение (©) въ диффоренщальное ур-1е (а), пайденъ 
но 
2? за 
Ур ая 
й 


и =! 


вт Тру). 


1) Ом. Оощрев гепбив 6, СХХТХ (1899 г.), отр.585. Приложен!е рёшен!я М. ивуу 
кт ряду чвотвыхь опучаевнь имфетоя нь отель М. Е. Ечфвоа о. Аппа]ев 4е 14е018 
догище вирётенге, $. ХУН (1900 х.), отр, 296. 
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Откуда, умпожая 06% части получоннаго ур-]я па зт "7 @5 и инге- 
трируя ихъ въ предфлахь отъ ( до а, получаемъ для фм У, такое 


линейное дифференщальнове ур-!е съ постоянными козффищептами: 


2 ат... (9) 


4 В. А 
а ету, В гео" 
; 


Если для сокращешя письма положимь "И --а и обозначимь че- 
и 


резъ ф, (у) частное рёшене ур-я (4), то обиий интегралъ его напи- 
шется такъ 


У, =, (у) + А, зйау-н Выевау-ну (Св ау-- Пьсй у) . (9) 


Проиввольныя постоянныя 4,,...Л, могуть быль опредВлены изъ 
условй закрёпленя ино краяыъ пластинки, параллельнымь оси х. 

Найдемъ аночен|я этих постоянныхь для вфенольнихь чвотонхь случаев. 

в) Воли предположить что края пластинки, параллельныя оси х, оперты, то 
придемъ къ разсмотрьнной выше зодачё Мауег, Уоловя авкрЁилен!н на этихъ 


краяхъ напишутся такъ 
д, 


др О пря у оу 


%=0; 

откуда Т.=0 2, =0 при у-=0 ну в, 

Для получешя пропарольныхь постоянныхь общего интоерале (е) будемь 
пыфть тая урЧя 
+. 9+8, =0 
фа (6) 4,3ва 6+ В, ав (С, аъ + 0, а) ==0 © 
ны у + Вьай +20, а ==0 
+ од „аьч- Вела) 9а (С,влаЪ-- 2, 6) 502 (6, зйаб--П,ваЪу-=0 

Вь случьь рапномьрно распредьяонпой негрузни иптеновьпоети 4, ур-1 (4) 
зопишетоя тон 


. : (1 — в0звт), 


Ро эт 2 
у.9 — = = 


я ар 
При я четвомь правая чаоть полученнаго ур4я обрыщаетея въ пуль и ми 
будемъ иифть ф, (у) == 0. Проиавольныя поотоянныя А», .Р,, опредвиявмыя 
иаъ ур-! (#), будуть пра етомъ розняться нулю; выфо& съ тмъ обращалтоя въ 
нуль и фм У, четнаго порядка. ° 
При в нечетномт, найдем 


$ @= д 
Ур-я. (0 додуть для произвольныхь поотоянныхь А»... зньчен!я 
к ак 
=; 0, = а 
п Хх чалааь, ка 248 фа ал аь). 


Заз «® 


ы 2 `” Задай. ' 
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тдЬ для нратностя ирппято обозначовю 


Оу [бо] 


ЕВ 
против запстипин, па оововави (6), продотавится нъ тахомъ пыдь 


но 


1-21 06) фа? Зазйаь 
"= У Ар а ое В русла + 
жлл,ь.. .. 8) 
а а? (1 — ей ав) ] ла 
[4 ау + Поаь оба} ттт 


Полученный для № безхопочный рядъ весьма быстро сходится и потому при 
нычисловихь онт предотллляеть больш и удобетва, чВыт призеденное пыше [#- 
шошо Малмег (291) (. Пользуясь рышенюмъ (293), мы можемъ бал» особыхь за. 
труднов! В составить ныражешя для изеобающихь момеитовъ, для перорвамвшо- 
щихь опль и дая давиешя ва новтуръ. Соотвфтствующ!е числовые результаты, 
получепиыо ипымъ путемь, приведены пъ табяющь предыдущиго пёраграфа. 

) Въ качостть зторого примфра разсмотримъ тейерь случай, когда одва изь 
сторонъ пластиний, параляельвыхх осп =, задёивва, а другая совершенпо спободпа. 
Положимт, что задфлацной япляетол сторона у = 0, тогда услоля вакрьнлешя на- 
пишутел такь (ем. ф-ла 211) 


дю 
020 №0 пм у=0 
фо К 2 
(био) = Чен О пра унь 
На опертыхь праахъ услоши остыотол прежиими. Пропзвоньныя поетояв- 
выя д». Л, общаго питеграла (е) опредёлится пвъ урчй 
4. @-+ 8, =0 


4 (0) + Ана -- 2, =0, 


зырожающихь услошя закрыплевя по задфлациой сторон и двухъ другихь ур4й, 
относящихся дъ спободной стородв. 
Въ случа раввомфрной нагрузки при п нечетномь ямбемъ 


к 
Ви = ® =, 
п дпа другихь урл для опредмешя проиввольныхь поотояппыхь папишутея 
тан: 
р-ка -- (| — давай + 0, дела +а — давай = 
=Еа-ояаь+я 
2, йа --. 1 — о) авзл ай + @, + 9) зйаь — (1 — о) ава] = 


= Е (о маь 


1) Въ цитированкой вышо работь Табьпаме покаваяо, что рышоше Мемег ио- 
жать быть призедено йъ виду (998), 


— 9% — 


Па оспованш этихъ ур- поотолипихь таюя 


аначотя 


т получлемт, для проиавольны 


4 
= 
в. = ое дела 91 па (1 — 
зе порат ра} 
д — _ Рь _К (3-9 -азйавейньч- о(рназйаь в (1 адавейаь (1 вр ав, 
= а В+ зар + пора 4- (| -+ай 
Прп п четпомъ постоянных И„,. .. О, равпы пулю. 
Зотапляя значоп!я постояппыхь лъ общ! интегралъ (©), получпыь пиры равно- 


ыБрно расиредыешной пагрузкЬ пыражошо ?дия прогиба плпотияки нъ фориБ 
такого быстро сходящагося рядь 


р [ + ди зйау + В,сбаучну (0, вау + рьевау] те. (8) 


Наибольший прогибъ пластики получится по серодиив свободиаго края или. 
стинкп. Кривую изгибы этого края пайдомъ, если ль общемт. вырожеши (224) по- 
ложлмт у==5. Воли $ лелико по срапиеи!о съ а, т, в. еспп спободный край пля- 
стинкы весьма удаленъ огл пареллельнаго ему задфлавипаго крал, то ур-Ю иногну- 
тиго опободнага крал пластинки отричаетоя оть ур-м изогаутой оси рапиомфрно 
. ппгружеппой бални съ опертыми коицеми лишь мпожителонъ 


83—93) 
З+а 


и паибольшЙ прогибъ пластинки больше соотвётствующего прогиб балкл по 6,44. 
Такое препышене прогиба плёстнякн падъ прогибомъ балкы объясняется триъ, 
что у свободнаго края происходить иекриплен{е пластивки по по циляндрической, 
в по автикластичесной поверхности. 

Если веять другой край! случей, когда $ мало по сранвовйю съ п, то вдали 
оть опертыхь краевъ будемъ ныть иокривлеве плвстивки по цилиндрической 
поперхности. Элементарныя белкп-полоски, параллельны опертымъ крелыъ. бу- 
дуть гнуться, некь балка съ однимъ задёлаппымь п другямъ спободнымъ кон- 
цомъ. Жоствость этихь болокъ нужио принять равной 2. 

Зпазоше панбольшего прогибь пластипии при рагличпыхь соотиошбн!яхь 
мЫкду а п Ъ проводовы въ таблиц УТ. — 

Польвулсь общимъ пыражен!емъ (224) для прогиба, мы можемъ соотлить 
4ф-лы дия изгибающикъ момептовъ, перерёвывающихь силт и давлошй на кот. 
туръ. Наибольшее значен!е М, получятоя въ мфсть 
паибольшаго прогиба, т. 6. поеороднив свободной 
стороны пластики. Нвибольшее по абсолютной веип- 
чин вначен{е М, будомъ имфть по серединЪ эадьлан- 
ного края, Рядъ вечен" М.иих п | М.[„„› приводонь 
въ нижесльдующей таблиць У1. 

6) Въ качеств послёдняго приыёра резсмотримъ 
случай, когда стороны плеотинии, параллельныя сои. . Зерт. 105. 
2, оперты на упрумй контуръ, напримёръ, ва балки, 
прогибаюцияея подъ дёйствемъ праходящихоя па пихъ давлен!. Жесткости этихь 
балокъ примемъ одипаховыми, тогда получиыъ оимыстричный олучай венрёпленя 
краезъ иластинки. Раополегея координатпыя оси, нанъ указато па чортеж® (105) 


*) Чпопа таблицы вазмотвованы изъ «Куров строит. мехл, ч. 1, И. Г. Бубнова, 
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ТАБЛИЦА УТ. 


— — и 
Ве | ыы | не | | мые | Об ьне | Пн 
| | 

О а — 

о Гомо зы | 8 |046 | одез ия | бб аа 

о оо а |5 | ОБА | 0,98 ай | 04 4 

й 
: : ода | ОдОтВ ма 0128 | 2 0,181 да? | 0,96 да? 
1 4 | 00298 д? | ода аи | 3 |016“ | 0.18 и? | 0426 ция 
$ | 0636 Фа | 00298 ия | 0819 47 бб | 0.183 442 | 0126 де 
2 | 0566.1" | ооббВ ай | 0227 ав | со | 6166 9% | 0,188 а | 0.125 дез 
3 | 0962 | 00558 4 | 0287 в веб |0, .125 4 

44 а О 
1 |588 355 | 00972 ий | ода 


п обозначая через 227 месткость болозь, по которыя опираются продольныя сто- 
ровы плестяцки, панииомъ услошя по упруко опортомь краб пязетипки тент 
(ем. ф-лы 212) . 
бо д а д д 
(и 78 #8) ‚=% Р [: +9 ый „= (в) 5° 
91 =; у 

Этимн услолями воспользуемся для опродёле»{я пропавольныхь постоянныхь 

и , общего патеграла (е). Постоявныя 4, и 0, при эыбранномъ располоно- 
и; коордипать обращаются въ нуль, такт, какъ ХУ, должно быть чотной 4-й 
оть у. Въ случав раввомбрно респредёлонной погрузки нужныя помъ урчя ва- 
пишутся для в нечотпаго тань 


рь 


а 
вау - 9-0, (ша во то) од 


Е 


ав Е. % 4 4% са 
52 Е п-т | + 6 [--3 аа 90 а 


_ 8 25] Г К, 
> |7 Ра 
Рышая эти ур4я, получимъ 
рав, ШГ а 
_к. си - да а © 
7 46 6 05 Ио па 
+ фба-ор+ Пума т 
ры до о-в вт +ва) 
а 6 65 "ЕЛ та у 
вопит ао заем 


'Пря ® четномь С, = В, == 0. 
Встарляя оти эначен!я постояцныхе ль общее зыражене ддя прогиба. 
ао 


„= У Е +В, пау+ буау] аа, 
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пойдемъ ф-лы для прогиба илестпани, дня напибающихь момертовъ и дия данле- 
= ив коятуръ. Чтобы покизать, кань илфиотт, местность контура па обстоятель- 
стве пасибо пластинки, приводимь въ таблиць УП значеня прогиба и момен- 
товъ М, и М, въ цонтрЬ квадратпой иластиики }). 


ТАБЛИЦА УЦ. 


—=- = 
м, |5 ы м, м; 


1 и :! й 
сэ [6.043 35| ООВ 08 00479 вой | 4 |055 Ча | 0,0588 дай | оба вое 
СЫ ОА | 
100 орт Ч | 0048 ея | ора?7 | 2 |0.058 955 | 0,0571 да" | 00429 дай 
‹ ` 
30 | 0,0454 а 0,0486 дай | 0,0478 аа?| 1 [0,0681 Фа 0,0643 да? | 0,0876 де? 


10 ори 5 0,0500 аа? | 0,0465 аа? | 0,5 о 0,0744 да? | 0,0815 дай 


да 5 о а : 
6 [0.040595 | 0.0614 ей | 0.0465 ай | © |0,43099. | 0,1160 дай | 0,0057 ча 


При Е. сз получвемъ изгибъ пластинки, опертой на абсолютно жесть! 
ковтуръ. При Ж/ == 0 получвемъ изгибъ кводретной пластинки въ томъ олучеф, 
косда дв стороны оперты на жестый контуръ, в дьф друмл совершенно свободпы. 
Замьтомь, что ль послёднемъ случав прогпбъ по сорединф саободвыхь краеиъ 
пластинки будеть больше, пожели просибъ пъ центр и въ этихъ точкахь М, до- 
отигаеть наибольшаго звачелия. 

2 Возь полкихь эвтруднешй рыповше М, Ббуу можеть 
быть примфпепо также къ изолёдованьо изгиба пластинки, 

У которой сторояы, па- 

раллельныя оон а, 06% 

задльны или одне ав- 
4 дьлане другая оперта 

или, напримёръ, одна 
оперта и другая сво- 

боднв '). Рёшовв , М. 

1ёуу распространяется 

песко также на "В слу- 
чаи, когда стороны кон- 
У турв, параллельныя оев 
Черт. 106. =, не вполий жестки, а Черт, 107. 
представляють — собой 
сравнительно гибщя белки, прогнбеющияоя подъ дфстыемъ приходищихся на 
никЪ даплен!, 

Тькимъ способомъ бояъ воякнхь затруднов!Й можеть быть рышени задача объ 
пвгибф прямоугольной пластиики, опортой нь вбоолютно шесть! ковтуръ и под- 
крьшленной по серединб ребромъ ДВ (черт, 106), При равномфрной пагрузкЁ по- 


; 
р 
1 
8 
1 


1) Ом. К. А, Челышевъ, «Оборникь Инст. Инш. Пут. Сообщ» 1915 г. 
я) Обния‘рышен!я дия зобхь отихь опучьевь имфотся лЪ выше Дитпрованной 
`работь М. В, Нввивме. 7 
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перхиость иагиби Пудеть опимотричии отиоситедьно АВ, и наждии половина 
пашой пластинки будотт. находиться не услоныхь пластиики, три сторовы ното- 
рой опорты па жосещй нонтуръ и чесяортая задфлана на упругомь коптурь. Уело- 
вия для отой чотвортой сторопы, ослн мы будомть разематрииать нижпюю пололниу 
патей плестииии (чорт. 106), пошелутся так 

до фь до |= ЕД в 


= В бякВ- 9 ра] = ‘8 бы "Рано, 


Присоедипля сюда услов по опертому праю (у =), мы получамь доста. 
точное число урчЁ дия опредфлевмя произпольныхь побтояниыхь общего ивте- 
грала (е}. 

Если длонпая прямоугольная пластика подирвплона большвыт числомъ равно- 
удьлеппыхъ упругвхъ ребер» (черг. 107)уто изолфдоввн1е пагнбь частн пластивия мира, 
уделепной оть попоречныхь сторон‘, еводитев къ расчету пластпини, у которой 
да стороны опорты, в дв друмя задфлаяы па упругомъ контур. 


$ 56. Изгибъ лдастники въ задфланными краями '). 


Мы ограничимся раземотрытемъ изгиба пластинки равномёрно рас- 
предфлепной нагрузкой, и чтобы воспольвоваться услоНями симметрии, 
расположниъ координатпыя оси, какъ указано на чертеж (108). Намъ 
нужно пайти рёпеше урёя 


Фи о де од _ 
В вЫ 
котороо удовлетворяло бы на контур® условямъ; 
Г —0 ди 
›’ 
ди 
0, бу 
Положинмъ 
„)) (# а 
и)», (9) 


тдв и,—повая ф-я отъ хи у. 


2) Съ этой задачей опязыраетол лопросъ объ интогрироваши ур4я Аш =0, 
ноторому поспящена общирноея литература. Ом, ое. 4. Маф. УИнвеоась. Ва. ТУ 
25 (Тедопе-Тиаре) ‘отр. 165 и отр. 186. Въ руссной литературв этой вадач® побля- 
щен работа В. М. Кояловича „Объ однонъ ур-м оъ частными проивводвыии чет. 
вортаго порядка“ (1902 г.). Лодробвыя вычислеши дия прамоугольныхь плаоти. 
нонь оъ раличпыми ооотношощям и’ сторовъ произведены И, Г. Вубповымь Си. 
Строит. Механ, ч. отр. 465. Иаъ этой изиги ваимствованы ‘чиола табииды, помё- 
щаемой виже, Ом, такие Н. НевсКу, Гег Брапппабогпабата шт тесмесь вел ав 
40 (1918 г). В, Г. Галорнинъ, Прямоугольныя плаотинки,... Изв, отр. ол, 
Ивот. Т. ХХГИ (1915 т). . 
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Подставляя (5) въ ур-е (4), найдемь, что и, должно удовлетворять 


ур-ю 
9‘, ИРА 94 


д т боди" 9 


Подставляя ($) въ условя па контур® пластипки, пайдемь 


=0... .... (4) 


. © 


(5..;- 


[5...- 


Ур-юмъ (а'} и увлошями (е) и (6) опредфляется фЧя м, которая, 
очевидно, будеть чотной ф-ей относительно # и у. 
Ф-1ю0 эту будемъ искать въ такомъ видь 


. (<) 


- @ 


25% Г, — фая только уни Х, — фЫя тодью 2. Ф-и эти подберемъ 
такъ, чтобы каждый члевъ рядовъ, входящихь въ (4), представляль со- 
бой четную ф-ю оть 2 и у, удовлетворяль ур-№ю (@)’ и обращался въ 
нуль ва контур пластинки. Постуная такь, какъ это мы дфлали въ 
предыдущемъ параграфЪ, легко находимъ, что нужныя намъ ф-ш Х, 
и У,„, удовлетворяющя поставленнымь услошямъ напишутся такъ: 

у . 71а у пто пла пт 


Х, =а$ 9 #5 20 ей 5 # 


(в) 


‘пт ппу 1916 ‚ИТУ 
Зав Пт ой Зуй Вет 
т, а @ а 
Произвольныя постоянныя А, и В,„,. входящая въ выражен:е (й), 
подберемъ такъ, чтобы были удовлетворены условя (с') на краяхъ пла- 
стиаки, Вотавляя въ эти условя вмбсто %, выражене (4) и вмвсто Х„ 
и У, ихь значешя (е), получимъ 
‘ = 
=) [$ я 4 1 ит „т 
= . Ут . 
(= „ 64В У ря р пт в "- ы 
#=2 в —— 
з 2а 


п=1,8, 5, 


< 4 1 ай, ‚упта ту 
+ У Вина ри а" о" | 
.. р 
=“ 
= 808 
а _ 9% 4 _ 1 пб |. 4 2" с пт; 
(= ‚ р К Ы В + 
э=2 На. а 
\ 4 1 м ‚ вт _ а [м : , 
ы У В утра у та $ Х. я" Н- 80° 4 =}. ® 
в, -5% 


фа У, и Х„, какъ четныя, ногутъ быть предетавлены въ нашемъ слу- 
чав въ видВ такихъ рядовъ 


пт ‹ ок У. ЯП < {те 
т У, У С; с08 $} $ Х» У 603 а 


=. ч=ЬЗЬ, 


ГД кооффиценты Ста 2, выжють значеня 


„Л 608 и 
вт _ ___ 182.8? 1 т 


. пт 
т 2 ( , =) "5 о" 24’ 

; атя 

ры РЯ а п 

и 
|» 608 Е 
и 188 м 1 ‚ рита 
д РЗ" и" 50 5 
(' я) 


т 
603? та [27 
в 


# 
Правыя части ур4й (/) и (/У также могутъ быть представлены въ 
вид тригоиометрическихъ рядовъ, которые напишутся такъ: 


‚, т 
8 — 


Ча 4 8 ар У 2 Я 
55“ (4 у) = ре РУ р 
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- 9 у 64 2 И аа р оз И. 
64 В пет и а? 2 $ 
#16, 5, (= + 2} 

Хх зе 1 [вит пта` пту 
< У ЗиВЕ С" СИ = 
м5 В тат иле 5 КВ | 08° —0 

тер, ей 5 
вы 26 
> отб 
_ 4 Вы: 2 спа _ 
бт фа яго (08 -п 
#=1,8,6, ` 
хх в _ ь й 
_ 94а | пт #т \ вк 
= мВ 4 тт аб (а < а |7 + 
ван, ей -— 
2а 
зщ х 4: 1 пт. т т 
44а ПТ _ 
= “р у Вт па пе 5" ы 
ав лвь в 


Выдёляя изь двойныхь суммъ, входящихъ въ эти ур-я, члены, для ко- 
порыхь {и и приравнивая нулю коэффищенты ') при каждом 03 "У 
м "я", приходинъ къ такимъ системамъ ур съ безконечнымъ 


числомъ неизв®стныхь А„ в Г), ‘ 


‚ ит 
аи" = 64 пи 1 тот" т 
с № В 9 2+ 
ре) 
и 1 апт пита 
0.... 
В та св нтв ( $ +8 $ ) # 


*) При этомъ мы довуснаенъ, зто порядонь оуныировав!я ръ. нышижь двой- 
иыхъ.суммахь иржеть.быть изыфченъ, . .. .- 


па 5 р 9 7 = 0 .. (8) 


Эти ур-ня, посл нвкоторыхъ сокращен!й, можно представить въ та- 
кой форм 


Ри т 
=, 
м .. (225) 
. вт п ‚тт 
2, 4» зт + У В, ея) вит = в 
=, 
Здфсь для упрощеня праняты таюя обозначея 
птё. 27 те , упта 
а ит (1) В " жё В. 6 
"16 ср ить › 8, = 16 'а - ср Па а 
24 2 


Дальн®аший расчеть пластинки съ задфланпыми краяии, при задан- 
номъ отвошени м ея сторбнъ, состоить въ разыскани аначенй козф- 
фищевтовъ 4, и В„, удовлетворямощихь ур-фямъ (225). Задача эта мо- 
жеть быть разрёшень путемъ послвдовательныхь приближен. Ходъ вы- 
зисленй покажемъ на случа квадратной пластипки, когда р = Ти 
06% светемы ур-й (225) становятся одинаковыми. При этомъ а, = В 
в 4, = В,„. Вычисляя послвдовательныя значевня „ придемъ къ такой 


системф ур-й: 
олова д, |— ($) + (®) д -5) д 


: 
+ 

> 

| 

ал 
Е 
о” 

р 

И 


, 
(5) д, ава (1) (=) 4. -(5) А, = № -— 180 а =1 
С Ра - 14, + 2.21865 +. 5) 4, (5) 4 (ли ЕН 

в) 4, — ( в) А+ В 4 209884 -= (1). у» - (5) 4-Е 
[Е ну, м) 4+() А -5) д, +злентА|- (8 = = 
Е ра. — - (8) 4+ (м) д, - 4. + (=) д, 486060 А+. 51 
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Дегко видёть, что съ увеличенемь *, разлише между двумя послЪ- 
довательными ур-ями убываеть, и при достаточно большемъ я присо- 


единеше повыхь ур-й мало будеть влить на значення А, 4... вы- 
численныя на основави всЪхЪ предыдущихь ур-й. Для полученйя пер- 
ваго приближея коэффищевтовь 4,. 4,,... мы отбросимъ вс члены, 


расположенные справа оть ступенчатой лиши, Пользуясь этими при- 
ближенными зпачешями, можно пвъ перваго ур-я найти второе при- 
блилген!е для А;, изъ слфяующаго ур-4я находииъ второе приближене 
для А; ит. д. Повторяя вычислоня нфсколько равъ, можно обезпечигь 
себ надлежащую степень точности коэффищентовь. Такимъ образомь 
иолучаемъ для квадратной пластинки’ слёдующ!я значеня коэффищен- 
товъ ‘): 


|4 


р 
д | А | Ав 
1 


эелнк| +одонв | — 0, 1033 | -+ 0,0770 - оды | +-орвть) ож 


— 0,0077 


|= 
вы 

РИ Ч Ч 
счет 


зноя — бот - 0,0103 --ошоя| бои 


Подобнымь жо образомъ могуть быть опредфлены коэффищенты 4., 
В, изъ урфй (235) при любомь соотношеын между сторонами пла- 
стинки, 

Ветавляя нолучонныя такимъ образомъ значенл коэффищентовъ въ 
ф-лы (4) и (5), получимъ выражеше для прогиба пластинки вЪ форм 
ряда. Члены ряда быстро убызають и при достаточно большомъ # при- 
гоединон!е дальнфйшихъ члеповъ оказываеть лить ничтожное злЁян{е на 
велитину №, Это обстоятельство даеть нфкотороо основаве считать, что 
полученный нами рядъ представляеть искомую ф-ю чз. Наибольшй 
прогабъ въ разсматриваемомъ блучав получится въ центрВ пластинки 
и мы его найдемъ, если въ выражеши для м положимь #=у = 0. 
Звачен!я ,., для различпыхь соотношен между сторонами приводимъ 
въ нижеслфдующей таблицв УШ °). 

Пользуясь выражешемъ для прогиба, составляемъ ф-лы для изгибаю- 
Щихь моментовь М, и М, и лля давленй на ковтурЪ. Наибольще 
по абсолютному значеню изгибающие моменты получаются на контурЪ 
въ серединахъ длинныхъ ‘сторонъ пластинки. Н%сколько вначешй этой 


2) См. цатировьнную выше статью Н, Невожу отр. #9, 
3) ‘При вычислон!яхь принято с = 0,3. 


— 304 — 


ТАБЛИЦА Ш. 


= = с = = 
ы | 
«5 | 
й И 
ЕО 
Е ЗВ В 
Е и = В 
з и Че Е Ы 
|8 1 й а + й, № 
| - = ы : 
! ; я а. я к 
ь в 8 8 | т ъ 
100 0,0188 0,0513 0,44 0,250 0250 
125 0,0199 0,0665 0,0 0.298 0258 
1 
150 0,040 0.0757 052 0332 952 
175 0,084 одет 0,2 0,356 [> 
2,00 0.077 0829 052 0,375 0251 
© 0.0284 0,0883 0,500 0,500 - 


величины при разлачвыхь соотвошещяхь между‘ сторонами пластинки 
даны въ таблиц [УПТ). ИзмЪнен1я изгибающихь моментовъ по краямъ 
пластинки представхяются такими ф-ами 


иту 
42? | ® — 4 4т < к 
— 16 п в 

в=1 8,8... 

> 603 птх 

ча? |1’ — 47 4 а ] 

Е 4 
вв, 


Наибольшия давленя на контурв получаются также въ серединахъ 
длинвыхъ. сторонъ пластанки. Знзчен!я ихь даны въ таблиц [УП). Въ 
той же. таблиц праведены также величины полныхъ давленй В, и В,, 


приходящихся соотвётственнно па стороны 5 и = контура пла- 
стинки. Полное давлеше Ё;, на короткую сторону контура мало м}- 
няется при измёнеши соотношеНя между сторонами’ и можеть быть 
принято равнымъ тому давлению, которое иметь мфето въ случав квад- 


ратной пдастинки, * 
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Сравпивая числа полученной таблицы съ тёми результатами, кото- 
рые мы имбли для пластинки съ опертыми краями [таблица У], за- 
ключаемъ, что задфлка краевъ пластипки весьма сильно вмяетт на во- 
личину паибольшаго прогиба. При квадратной пластинкЪ прогибъ, бла- 
годаря вадфлкЪ, умсньшаотся болфе чЁмъ въ три раза. Въ случа пла- 
стинки съ весьма вытявутымъ нрямоуголънымъ коитуремъ прогибъ, велфд- 
стые задфлкн по контуру, уменьшается въ пять разъ. Что касается макси- 
мальныхь нанряженй, то при квадратномъ коптурё они получаются для 
пластинки съ задфланными краями пфсколько большими, чмъ для пла- 
стинкп онертой но контуру. Противоположное заключене мы получаемъ 
для нлаотинокь съ вытянутымъ прямоугольвымъ контуромъ. Напримёрь, 
для соотношеня р == 1,6 задфлка краввъ пластинки сопровождается 
уменьшенемъ напряжешй примфрно на 70/.. Замфтимъ злфеь, что съ 
увеличешемъ отношешя и прогибы и максимальныя напряжения для пла- 
стипокъ съ задфланпыми краяии быстро приближаются къ твиъ значе- 
мямъ, которыя соотвфтетвуютъ безконечяо длиипымъ нластинкамъ. Прн 
в = 2 мы можемъ для расчета прямоугольныхь пластипокъ съ задфлан- 
ными краями пользоваться съ достаточной для практики точностью тВми 
ф-ами, которыя были получены для пластинокъ, изгибающихся по ци- 
липдрической поверхности, 

Приемъ, который былъ здёсь примфнонь къ расчету пластинки съ 
задфланпыми краями, можеть быть использованъ и при другихъ” спосо- 
бахъ закрфплен!я пластинки по контуру. 

При падлежащемъ выборё алгебраической части общаго р8шенйя (5) 
можно получить рёшешя для пластинки, опирающейся на упруйй кон- 
туръ, для пластинки съ упруго задфланными краями и для пластинки, 
опирающейся лишь въ четырехъ точкахъ, соотвётетвующихь першииамъ 
прямоугольника ‘). ` 

При изслёдоват!и изгиба пластинки съ задфланпыми краями моло 
воспользоваться также общей методой У. В га. Въ такомъ сяучав 
приближенное выражен! для прогиба беремъ въ фориё ряда . 


= ф (09) +, ШУ... + $, 9) .. . @) 


Причемъ ф-и ф, (2, у)... . $» (2, у) выбираомъ такъ, чтобы каждый 
членъ ряда удовлетворяль условямъ закрёплешя на коптурё пластипки, 
Зналешя коэффищентовь @,,...@, находятся путемъ` примвнешя на- 
чала возможныхь перемфщенй. На всякомъ возможномь перемфщени 
приралцене потевшальной энерги ивогнутой пластинки [ф-ла 208} должно 


1) Радь ввдачь отого рода ровомотрьшиь Б. Г. Галоришиымь, См, цитирозелную 
звыше статью (стр. 288). 
$. П. Табошенио, 2, 
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равняться работВ изгибающихъ силъ. Слфдоватольно, 
5 р (= | ( д * - 909 9 98 
р (>: (> бт ду! * 
21— (5 м3 || оыатвь. 


Такимъ образом разыскат!е искривлешя пластинки сводится къ пахо- 
ждешю зиах или ит интеграла 


02 и? 9 \* идиш 
5= ГР (т 


+209 (5%) | - в] &4у. в 


Зетавляя сюда выфсто и приближонное зпачеше (#), придемъ при 
онредблени коэффищентовь а,,...4» КЪ такой систомВ линейпыхь 
Ур-й 

95. 
0; ;. 
да, 9 


Вычислешя показызають, что вебольшое число членовь ряда (1) 
обезпечиваеть вполи® достаточную для практики точпость зеличияы наи- 
больтаго изгибающаго момента '). 

Намчоппый премъ расчета можеть быть примфненъ и при другихъ 
условяхь закрфилешя краевъ пластинки, нужпо только соотвётствую- 
щимъ образомъ подобрать ф-йи ф (2, у) ряда (#). 

Тоть же премъ съ большимъ успфхомъ можеть быть нримёненъ къ 
ивслВдованио колебашй  пластинокъ съ задфланпыми и свободиыми 
краями *). 


95 . 95. 
бы 


0. 


$57. Изгибъ пластинки при одвовременномъ дёйотйи нормальной 
хагрувки в усил!Н въ серединой плоскости, 


При составлени основного дифферепщальнаго ур-я (206) для искри“ 
вленной поверхности пластинки, мы пренебрегали дёстемъ усий 
Ть Т, и 5 ва ивгибъ пластинки, поэтому рёшешя, полученныя нами 
ранёе для равличныхь частпыхъ случаезь изгиба пластинокъ, будуть 
справедливы лишь ВЪ томъ случаВ, если края пластинки при изгиб 


1) Вычяслешя для иоедратвой плаотинин цыполневы \7, Вуёгемъ, Ом. Хоига! 
4 тоше в. ааём, ММЬ, т. 185 стр. 41. Для другихъ ооотпощел!й между сторовьии 
пластнин пыбютоя пфхоторые чполовые ревуяьтаты въ отатьф Д, Пиотряковь, 
Сы. Изв. Киев. Поя, Ивст, 1910 г. 

*) Сы. М: Виш, Авишер-4. Рьумк Ва. 28 (1909 г.) 
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могуть свобояпо сыбщаться въ плоскости контура и если по краямъ по 
приложены вормальвыя п касательпыя усифя Ти 8, ложапия въ сре- 
данной плоскости пластивки. При этихъ условяхь малые прогибы пла- 
стинки не будутЪ сопровождаться дхеформашями въ серединной плоскости 
и ур-1в (206) съ достаточной для практики точностью опредфлить искри- 
вленную поверхность иластивки. Если закрфиленя препятствують ©во- 
бодному сыфщотю краевъ пластинки въ плоскости контура, или по 
краямъ приложены успмя Т и 5, изгибъ пластинки сопровождается 
деформащями срединной плоскости, Когда соотвфтствуюция отимъ до- 
формащяюъ напряжешя малы ‘), мы можемъ ихъ пепосредственно при- 
бавить къ папряжещямъ изгиба, получонкымь на основави рёшевя 
урфя (206). Въ противномъ случа веобходимо оцфпить вл1яи!е этихь 
иапряжещй па изгибъ пластинки. Соотвфтствующее дифференщальноо 
ур-е для изогнутой поверхности пластинки можпо получить путемь 
слфлующихъ элементарвыхь сображев й, Пусть лишя жи (черт. 109) 
представляеть собой сфчене срединной поверх- 
ности изогнутой пластинки нлоскостью, парал- 
лельпой 2.1в физ -— бозковечпо малый эле- 
ментьъ, вырззаппый изъ пластинки, Легко найти 
изъ геомотричоскихь соображенй, что усищя 
Т.9у, вриложевныя по двумъ взаимпо противо- 
положнымъ стороиамъ элемопта, дадутЪ въ на- 
правлеши оси 2 составляющую 


ди 
Т, ул ааа. ни, @) 
Подобвымъ же образомъ пайдемъ, что уси я Чорг. 109, 


Т,дх, двйствуюлуя по двумъ другимъ сторо- 
вамъ эломепта, дадуть въ паправлови оси # составляющую 


9? 
т, дроу ее . ©) 


Что касается тавгенщальпыхь усалй 8,, то какъ видно изъ чер- 
тежа (110), они даютъ въ паправлеши оси 2 составляющую 


0чр 
28: дду Ш оне @ 


2) Мыы ло сразненно съ Эйлеровнми, иритичеониия напражовими, хоторыл 
ыы въ дедьнёйемь (см. гл, УТ) опредфдиы» для различныхь чаотныхь случаевъ, 
20* 
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Составляющуя (2), (0) и (с) должны быть присоединены къ нагрузк® 
чазау, 


расположенной на выдёленномъ эломонтЬ пластинки, при составлена 
ур- равновёея этого элемента. Слфдовательно, прогибъ пластиики 
при двёстви нормальной пагрузки 0 и усимй Т,, Т, и 5, будоть та- 


Чорт. 110. Чере. 11. 


кой же, какь прогибъ пластинке подъ дфйстыемь одной только нор- 
мальной нагрузки, ичфющей иптеисивноеть 

9 9 9% 
Ч+-Т т = 28 050, 


Въ такомъ случа нужное нанъ дифференшальное ур4е для искри- 
вленной поверхности пластипки напашетел такъ 


90 ди дш би Фи би | 
р (= —2 ду * ду р = — т, я +т,2 д — 28, даб ' (226) 


Этамъ ур-уемъ приходится пользоваться въ тёхъ случаяхъ, когда 
нужпо оцфнать вшяне усилий Т, Т; и 8, на прогибъ пластанки. 
Наиболфе просто эта вадача рёшается, когда Т,Т, и 5; постоянны но 
срединной плоскости пластинки, Возьмемъ нанримЁръ, случай прямо- 
угольной пластинки съ опертыми краями изгибаемой равномёрной па- 
грузкой 4 и растягиваемой усишями Т; и Т, (черт. 111), тогда 

р (= 90 9% 


9 ди 
д 2 дд * я" = Рун, 


9 


. @. 


Мы удовлетворимъ условямъ на контурВ, осли положимъ 


= У У Аи 8 ит, 
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Вставляя это въ ур-е (4) и примфпяя для опредёленя коэффищен- 
товъ А„„ обычный пуемъ пайдемъ 
1690^ 


Ань = ут [| 


а 


й 


при # и я нечетномъ. 
Слёдовательно, 


тр . ит 
ыы 5% т яму 


1644 р 
= 2 у У [ >) Та Та? : 
эль. И += 


‚ (227 
=, 2 5 НА ет 
те, 7) +*у= ра" Я 


Имфя это выражеше для прогиба, можемъ составить безъ всякихъ 
затрудненй ф-лы для изгибающихь моментовь М, и М, и для соотвёт- 
ствующихъ напряженй. Рёшене (227) при Т, = Т, = 0 совпадаеть съ 
рёшенемь (221), полученнымь для прямоугольной пластинки, изгибае- 
мой только нормальной нагрузкой, Сравнивая (227) и (221), заключаенъ, 
что растягивающя уситя Т, и Т, уменьшають прогибъ пластинки оть 
нагрузки 4. Сжимающя усишя будуть оказывать противоположное 
ДВИств!в. 

Раземотримъь краййй случай весьма длинной прямоугольной пла- 
стипки. Положимъ > а, тогда  — малая дробь и выражене (227) мо- 
жеть быть переписано такимъ образомъ 


ттх . ппу 
ы ы вт т—- > 
1644“ У У [ 5 
= - — т д 
ы Дт й 
Фа, и изо, 0 
5 . 
Полагая у=- и принимая во внимая, что 


1 11 т 
8  &’ 


Найдемь для прогиба полоски, параллельной оси, такое выражеше 


дв 
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Результать этотъ совершенно совпадаеть съ твиъ, что получается 
для изогнутой оси балка съ опертыми концами, изгибаемой раввомврной 
нагрузкой и растягиваемой силами, приложепными по копцамъ [см, 
ф-ла (67)]. Величина 0, очевидпо, будеть соотвфтствовать жесткости 
балки, 

Если взять растяжене пластинки лишь въ паправлени оси д, то 
выражеше для прогиба напитется такъ 


ттр . иту 


16а у у _ т —зт > 
ЗИ АЕ Ти „| “1 
аи ира, 0 | [92-Й У ре 


Съ увеличешемъ растягивающихь усилй Т’,, растеть въ зпаменател 
значоню члена, не зависящаго отъ разиёра 5, и мы можемь отсюда 
заключить, что при большихь растягивающихь усиляхъ роль попереч- 
пыхь сторонъ контура пластинки ничтожна и условйя изгиба прабли- 
жаются къ тВмъ, которыя мы имвемъ пря искривлени пластинки по 
цилиндрической поверхности, 

Напримвръ, для пластипки, у которой 8 = 2а, й = 0,01а, при на- 
грузкВ 4 ==0,5 Куси” и растягивающихь усищяхь Т, = 10008 Куст, 
мы легко пайдемъ, что прогибъ и величина наибольшихь папряжешй 
отличаются оть соотавтствующихъ величинъ, вычисленныхь для весьма 
длинпой прямоугольной пластинки, на 6°/, и 3°/.. При отсутстви ра- 
стагивающихь силъ соотвётствуюния разности, какъ видно изъ тоб- 
лицы \, составять 22°), и 18,5°/.. Такое уменьшеше вжявя попереч- 
ныхь сторонъ контура на ‘обстоятельства изгиба пластинки, при увели- 
чени растягивающихь усияй Т’,, даеть основаше во мпогихЪ случаяхъ 
пользоваться съ достаточной для практики точностью ф-ами, получон- 
ными ранфе при изслёдовани изгиба пластинокъ по цилиндрической 
поверхпости. 

Вщяне растягавающахь и сжимающихь усил И Т, и Т, на изгибъ 
прямоугольдой пластилки- съ задёланными краями можеть быть учтено 
путемь приифневл метода \. Виа '). 

Безь особыхъ загруднев!й можеть быть также разрфшена задача объ 
ивгиб» круглой пластипки, изгибаемой равномёрной нагрузкой и 
испытывающей кромё того равномфрное растяжеше въ серединной 
плоскости *), 

Въ равснотрёяныхь случаяхь мы вое время предполагали уситя Т', 


2) НЪкоторые ревультаты, отаосящиеон нъ отому сиучаю, имБются въ цитяро 
занной выше (отр, 308) отатьв Ц. Инстрихова. 
2) Ок, И.`Вубновъ. ‹Набражещи въ общаявиь судовъ.з 2904 г, 
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Т, и 8, постоянными по поверхпости пластипки, Задача становится 
сложнфе, когда эти усимя предетазляются заданными ф-{ями отъ коорди- 
пать 2 и у. Тогда приходится рфшать лифференщальное ур4е (226) съ 
перемёнными коэффищентами, 

Еще сложнфо становится вопросф въ тВхь олучаяхь, когда усплЁя, растяги- 
ваощуя срединную поверхность пластинки, пе заданы и являются сибдетнемъ ав- 
крёплопй пдастиний по контуру, пролятетвующихь скфщепио краовь пластинки 
при изгиб. Подобный случай часто встрёчается на практикВ и мы здёсь приво. 
демъ вЪкоторыя соображевя, которыми можно воспользовелься для пряближеп“ 
ваго раечета прямоугольной пластники съ опоргымп краямт, Если иран пластивки 
пе могуть свободно оближаться, 10 прп изгибф возникнуть усил{я 7, и Ту, распре. 
дфлев!е которыкь по стороначъ будеть неравномфр- 
пымъ, Положимъ ® >> а, тогда па оботолтельства 
изгиба преобладающее пияп8 будуть оказывать 
усяин Т, возникающуя вдоль длинвыхь сторон» 
контура. Назбольшехго значешя ати усишя дости- 
тнуть пъ середивахь этихь оторонъ, танъ кахь сред- 
вия белка полоска лия (черт. #52) попучаеть назболь- 
и! прогибъ. Боли края пластинки пе смьщеются 
вопов, то вычиолеще (7)„„; можеза быть проивиедено 
по тЬыъ ф-выъ, которыя быпн получены ранфе для 
зосьыв длинпой прямоугольной пластинки ($ 46) *). 
ПогрЬшность получаемаго такимь образомъ резуль: > 
тала будеть убывать съ возрастащенъ отпошеня Черт. це, 

5: а. Когда сблажеглю краевь пластинки препят- 

ствують упрумя распоры, расчеть придется пачать съ вмяспопял величины 
козффищента распора. Для весьма длншвой прямоугольной пластпики (ев. 8 48) 
этоть козффащевть опредьляется отношешемь 


в, 
#ы` 


ща — у 


№ 


—“—- 


уе кененье 


тдь толщина пластники и й,-праведенная толщина распоръ. 

При конечномъ значеши отношевя Ь:, пужно припять по пнимане, 910 
усшия Т, убывають въ ‘паправлеши отъ середивы длинной отороны ковтура къ 
кондамъ и, сиёдовательно, общое ожимающее усил!е, которое передается на рас- 
поры, будеть меньшим», чёыь то, которое получаетоя 2ъ продположови изгибы 
ппастники по циливдрической поверхности. Велфдотые этого уменьшается ожале 
распоръ и ‘козффищенть распора при новочномъ аначеви отвошеня 8 :а будоть 
больше (5). Это увеличеме кооффищепта распбрь одьвимъ такныъ приближенным 
сповобомь. Допустиыь, что распредьлеве растлгизающихь убий 1, одинакого 
для вофхт, оБчешИ сластанки плоскостями, параллельными 2у, тогда для каной 
либо балки полоски, парвллельной @ можемъ велисать ур-1е ?) 


г 
8-9] т, ву 


. 
1 дум, тва в 
(уе = жж + А 
8 . 


1) Величина (Т,)„„» будоть зависёть оть маконмальнаго прогиба властлинн, в 
этоть поспёде!Й при аначительпыхь растягивающихь онлах» мало отличается ол 
прогйба пластинки, искрипляющейся по диливдрической поверхности. 

*) Оно соотвфтетвуеть ур-4ю (59) для балок (ем. 5 11). 
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Здуеь БМ, —площедь попоречиаго съчев! распоръ, мшающахт сближенно про- 


дольныхь сторонт иластиини и Г ' — оинмающео уснио, приходящесся на 
; 
эти распоры. 


Уинозтая (0 по 4у и витогрируя оть 0 до $, получим 


а ь 

1 ‘д? а й 1 1 

5 /ч/(&) = Да (+в) и: ® 
у: ь 


Задолоясь нокимъ либо приближеппымь выражешемтъ для прогабь, мы найдемъ 
+ . 


я 


а 


изъ ур-и (&) величипу успия Г Т, ау, онпмоющего распоры. Дия пластания 
О 


близной къ кподритной можно положить 


—_ ‚пе, пу 
О риа 5 ПИ, еле льь. 0) 


Вотавияя это въ ур- (5), паходимъ 


Зотавиля это тт, ур-6 (#) п примфияя его къ средной боль полоонь жт, по- 
лучимъ 
ти ие _ (Тонг (1 9°) п Ш: _ № 


а — 2% 87а ВЕЬ 
дли 
ах ( ов С еа (199. 
Аа 2-й Еь 


Сяфдопательно, при расчотВ средней белки полоски, для которой нопраженя 
получаются пвибольшими, нужно козффищеить респора привять равнымъ 
ово ВЫ, 
вы @чь) '° 

При дипниыхь пльстиннахь ивгибъ средней ихь чёсти будегь бливокь къ 
цилиндрическому и потому ф-ла (1) двоть для кообфищонте рвепора нфоколько 
иреуволичениов эначене, бы получимъ въ отомъ случай розультать болфа блиаыЕй 
иъ дЬЙсгвительности, если примомъ для точень плиотинни, ототоящихь .01ъ попо- 
речпыхь сторовъ ближе, чфыъ на раастояно Оба, искривлен!о по поверхности 


Е, = 1 


Для средпей 6 части пластинки примемъ изгибъ по цилипдрической по- 


зерхности 


ти 
ное ва №. 
а 


% 


Тогдь па ословаши ур (5) и (#) получаемъ 


25 -- а . 
ен 


Приа=Ъ ф-лы (1) н (7) дають для К, одно и 10 яв зваяев1в. 
Такимь обравомь дия приближенной оцщёнки ошяшя усний Т, при изгпбь 
прямоугольной плоотинки оъ опертыми краями и оъ нонечиымтъ значовемъ отио- 
лены 6: а можно пользоваться ф-ами, получёнными ранйе дёя цилиндричеснаго 
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изгиба. Нужно только насколько полысить кооффицюнть раснори, для чего можно 
примёпять 4-лу (1} пли (). 

Занлючовю это оствотсн пъ силЬ и въ томъ случав, когда к пластяпкь и 
распорамт паишф приложеры растягпяающия усилм 7. Виъето ур-я ({) получиаь 
3 токомъ случа 


в $. 

1 Гры, _ Таа- 9) вай , 

3 65 ии "Бо (/ Та - 7) ..., 6) 
$ 


Задавалоь дия прогиба лирежотщюомь (В), получимт изъ (Г) премипмъ спосо- 
бомъ такое ур-е 


Таро 
ау 5, 


неъ котораго паНдотсл величина Г Т,ду. Вотаалля вя значение эт ур-1ю (Р) и 
примфияя это ур-ню нь средпей балив полоснв, получимь 


Не ЗАВ ха 1—9) _ Тао). 


ча 50+ Ей вм) 
Сравиипая ото съ урчемъ 
п: Та (1—9) Та (16) 
Ча ВА 8% аь 
заключает, что онп отличаются одпо отъ другого лишит, пеличиной козффищепта 
Раопора. Выбого пелиутиы В идем У. . 


$ 58. Вшяще начальныхь нокрявленй на изгибъ плаотинокъ *). 


Предположиыъ, что пластинка иметь изкоторое начальное искри- 
влен!е и соотвфтствующе этому искривленю прогибы и, малы по срав- 
пешю съ толщиной пластанки. Если на эту пластипку будуть дЪйство- 
вать лишь нагрузки пормальпыя къ плоскости контура, то вызываемые 
ими прогибы №, могуть быть найдены изъ тВхъ ур]й, которыми мы 
пользовались въ случа идеально плоскихъ пластинокъ. Иное заключоше 
мы получимь, осли возьмемъ случай изгиба пластинки нормальными на- 
трузками и силами Т., Т,, 5,. 

Вяяне силъ Т, Т, и 6, будеть для плоскихь и слегка искривден- 
пыхъ пластинокъ не одинаково, Чтобы учесть вляне начальнаго искри- 
вленя на изгибъ, вызываемый силами Т, Т, и &,, обратимся къ 
ур-йю (226), 

Въ правую чаеть этого ур-йя, кром® нагрузки 4, входятъ составляю- 
пя въ паправлени оси`2 оть усилй Т, Т, и 6,. Составляющуя этв, 
очевидно, опредфляются полнымъ искривленшемъ пластинки и потому, 


=) Оы, нышу работу. Оборнихь Инот. Ипж, Пут. бообщ, ЫХЖХИХ (1936 г.) 
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примВняя ур-е (226) къ искривлоппымь плаетинкамъ, нужно въ правой 
части вифсто 2 поставихь величину в, -= ,. Что касается лЪвой части 
ур-фя (226), то она опредфляеть деформаши пластипки, вызванныя 
внфшними силами и потому, примвняя это ур-4е къ пластинкамъ съ на- 
чальной кривизной, нужно въ лфвой части поставить выфсто + вели- 
чину %;. Такимъ образомъ получаемъ для пластинокъ съ пачальтой кри- 
визной ур-е 


90, 0% 9%) _ 
(= +2 дд ду 9) 
. , в шч. 
=о+тй в м) т,й м и 55, бы . (228) 


Мы видимъ, 970 пластипка съ начальпой кривизной будотъ искри- 
вляться подъ дайстйемь силь Г, Г, и 5,, даже при отсутстви пор- 
мальшой нагрузки 9. 

Приифнимъ ур- (228) къ такому проствйшему примру; 

Прямоугольная пластинка съ опертыми краями имфеть начальное 
искривлел!о, задаипое выражошемъ 


= У Ульи т дзен @) 


Л 


Требуется найти прогибы 0, этой пластинки подъ дфйетв!емъ уси- 
ли Т, и Т,, равномфрпо распродвлопныхь по краямъ пластинки. 
Ур-е (228) перепишется въ данномъ случаЗ такъ 


9. 9 д, и, г 
р ( по т, ту’ +7, -= 


Рёшене этого ур-4я возьмемъ въ такой ры 


у У Вы эт Е эт т Чье. (© 


ие ве 


Вставлля (а) и (6) въ ур-1 (5), получииь для коэффищентовь В,» 
такоо выражен 


4, == 


11? п? 


ди (ттт 


Ви . (229) 


ри 


их а Я 
2 ( и +") рт," 


Ветавляя это въ выражене (©) для прогиба +, получаемь искомое 
р%®шен!е вадачи, 
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Возьмомъ начальное искривлене по такой поверхпости 


. тт о. ту 
10, = Ат — мя =. 
а 6 


Тогда, вводя обозпачешая ) 


получимъ 


и, = — 


Съ возрастащемъ растягивающихь усилй величина №, приближается 
къ — 0, а полный прогибъ пластипки стремится къ пулю. 

Такимъ образомъ изгибъ слегка пскривленной прямоугольной пла- 
стинки онертой по контуру при равномёрпомъ распредфлени усий 
Т, и Т, не представляеть никаких затрудней. Гораздо сложнве по- 
лучается задача въ томъ случа, когда распредвлеще усилй Ти Т, ве 
равном$рно и въ особенности когда эти усишя яч 
пе заданы и являются слёдетвемъ опредвлен- 
наго перемфщеня какой либо стороны. При 
этихъ услошяхь удается опредёлить изгибъ 
пластинки лишь приближенно, путемъ введе- & 
я упрошеющихь допущевй, 

Рьшимъ приближепнымъ способомт тикую задачу, 


Ирямоугоньная пластинка (черг. 113) съ пачальнымь 
пскривиеемъ 


= дав 7 ва МУ 
28 Ат т... @ 


2-8 2 


Изгибается растягивающими уснямн Т., распре- 
дАленными ревяомфрпо вдоль динпныхь оторопъ пяв- Черт. 118, 
стинки и передающимиояотчасти па упрумя распорки 
и отчасти из пностинну. Закрфиления краевь плеотиява по контуру устроены таз, 
что всЪ точки продольныхь сторонь пиботинки при дёёети усия!Н Т, совр- 
шоють одно п то же перемене. Сифдовотелько, продольный стороны нонтурв 
пластинки пе гкутся и распродфляють приходяцИяея ив дихт усшая 1, мояду 
распоркзый и пластинкой, Очевидно, чфыъ большее начальное испризлешо ныеть 
пластинка, тВмъ меньшую чвоть усишя она приметь нв оебя, тёыъ больше пере. 


*} Дальше будеть понавоно, что ай я ал предолеляють ообой отношешя 
и Т, къ соотвфяствующимь критичеокимь злачешямь ощимающихь усни!й, 
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дается на распорки. Яано тмежо, что ирв одпнаковомь сифщенш побхь точекь 
продольной сторопы ластик растягинающе усилы 7., приходищёлол па пла- 
стинку, распродфлйтся вдоль отой стороны ие рарномрио. Наяменьшее зиаленю 
ихъ при пыбраниой форм? почальнаго ионривлешя получитеи по серединь сто- 
роны, По мёр» приближешя къ першинамь пчлотилки убил 7, будуть позра- 
стать п у вершить соотьётетвуюнщия имъ растягилаюдия напражен!я въ пластинкЬ 
будуть имбть таное же зваченйо, кавь и тъ распоркахь. Допустимь, что пвгибъ 
пластинки подт дЁйстиеыь этихь уси мало отипчаетев отъ того, который ны- 
зовуть равномфрио распредфивпный усплм 7’, опредфляемыя изъ, {-пы 


. 
й 
ЗИ НИС 
Ь 


Въ такомъ случа прогибъ пластинки, на основанфи {), папашется такь 


Дан какой либо балки полоски в мы можемъ написать но основал: такихь 
Зе сообрамешй, ианъ п прп цилиндрическомь изгпбЪ плаотиния ($ 47), слфдую- 
щео ур-4е 


. 

1 Е 2 _ 1-0 (1! тей) 

8/ (© а И т, . 
р 


Умножая об части ур-+м на @у и питегрируя ижъ въ нродьлахь отъ 0 до, 
придемъ къ такому результату 


о [ ао м тю Вы Та о 
А [бк а а Град 98 р в ‘.. 

Изъ этого ур-я '), пользуясь обозныяешемт, (К), находимъ велечипу а; и 

зелпчипу 11, т. 0. сроднев змачешо растлгизающиего усийм дия пластиени. Отво- 


шон{е этого средняго усл къ в 


дичи, А. дасть намъ зпачове редуцон- 
: 
наго коаффищента (см. стр. 257) для разсматривйемаго случая. При одипаковихь 


макспмальныхь прогибахь и одинаковыхь успшяхъ 1, пеличина го для пив- 
стиикп съ ковечнымь отпошешемъ сторошь будегь больше, чфыъ для весьми 
длиной прамоугольной пластинии., 


| 
2) Ур4в можеть быть предетаилепо въ тажой формф, пакъ это мы имбли въ 
р р ры, ь 
случав цалиндричеоныо пагиби. Опредблевю а.? сведотоя. нъ убшеншо кубиче- 
- снаго урч4я. 


ГЛАВА У. 


$ 59. Объ устойчивости ежетой прямоугольной плаетинки съ опертыми 
краями ‘). 


Предположемъ, что прямоугольная пластинка съ опертыми краями 
сжимаотся силами Р, = —Т, и Р, = — Т, равномфрпо распредЪлен- 
ными по соотв®тствующимь сторопамъ пластинки (черт. 114). Увеличивая 
сжимающйя силы, мы можемъ достигнуть предьла, когда плоская форма 
равнов$о1я перестаегь быть устойчивой и дальнфйшее увеличене сжетя 
сопровождается выпучивашемъь пластинки, [0- 
лучается явленше аналогичное явлению продоль- 
наго изгиба въ случав сжашя прямыхь стер- 
жней. 

Практически приходится обыкновенно встр?- 
чаться съ задачей, когда одно изъ усийй Л 
задано и нужно разыскать то наименьшее зна- 
чене для другого сжимающаго усишя, при 
которомъ нлоская форма равповф@я пластинки 
перестаеть быть устойчивой. Это продфльпое У 
значене сжимающихь усилй будемъ называть Черт. 14. 
хриппическиме. Для его опредфлен!я мы можемъ 
использовать тв же премы, которые примфиялись при изучен устой- 
чивости сжатыхь стержней. Можно исходить изъ общаго дифференцаль-. 
наго ур-4я (226) для искривленной поверхности пластинки и опредфлить 
изъ него тб значешя. усилй Т, и Т,, при которыхъ прогибъ, вызы- 
ваемый нагрузкой 4, пачинаеть пеопредфленно возрастать. Этоть методъ 
мы въ дальнёшемь нримбпимъ при изучоши устойчивости пластинки съ 
двумя опертыми краями и двумя другими краями, закрёпленпыми какъ 
угодно. ЗдЪсь же примВиимъ другой методъ, основанный па разсмотрьни 
энерМи деформации системы. 


д 


3) Рыпен!е этой задвчи принедлежить Вгувшу. Ом. Ргос. Ьор. Мы. 806. 
Уо1. ХХИ, отр. 54. 
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Методъ этотъ, какъ мы дальше увидимъ, примфнимъ для рёшешя не 
только данной сравнительно простой задали, но даетъ возможность нахо- 
дить приближенпыя рёшенйя вопресовъ устойчивости въ болфе сложныхъ 
случаяхь, паприм$рь, въ случаЪ пластинокъ съ задфланными краями и 
пластинокъ, подкрёплонныхь жесткими ребрами. 

Плоская форма равповВая пластинки, находящейся подъ дёйстыемъ 
усий Р, и Р„, будеть устойчива, пока сй соотвётетвуеть шийтит 
потенщальной энерми. 

Пели на всякомъ возможпомь отклонеши пластинки оть плоской 
формы равновЪя, приращеше потепщальной энорми деформащи будеть 
больше, нежели работа усилй Р, и Р», которую они совершать вслФд- 
стые смфщешя краввъ при изгиб пластинки, то плоская форма устой- 
чива. Въ противпомъ случа она будеть неустойчивой. 

Если черезь 7 обозпачимь эперИю изгиба, соотвфтствующаго весьма 
малому отклонешию пластинки отъ плоской формы равнов$с1я и черезъ 7" 
работу усилй Р, и Р, при этихъ отклоненяхъ, го критичесвя зпаченя 
сжимающихь усилй могутъ быть найдепы изъ условя 


У=Т. еее. : (а) 


Вь случа опертыхъ краевъ общее выражеше для отклонен плас- 
тинки оть плоской формы представится выражен1емъ 


„-У Улан” вы", че: (6) 


ЭТ и=1 


Общее выражоно для потенщальной энерми изгиба, на осповани 
ф-лы (208), можеть быть представлепо въ такомъ вид% 


а Ы 
р Фи ди 0 9 ди 1 й 
Фано вая п (вы) 924-630) 
г: 


Вставляя сюда вмфсто принятый нами для пластинки прогибъ (Ъ}, 
получимъ для лЪвой части ур-]я (8) такое значеше *), 


г). и... (831) 


1) Легко понаваль, что второй чиень п бошьшихь снобкахь выраноня (280) 
обращеотоя зъ пуль, т, к. при выбрапноит дия ш выражевёт 


2 ры ды и 
ГГ ев = КГ (== веду. 
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Для работы усимй Р, и Р, легко составимъ общее выражение, если 
примемъ во внимане, что сближене двухъ соотвфтствующихь точекъ, 
лежащихь на сторонахъ 5 == 0 из=а, или у =0 ну =, вЪ зави- 
симости отъ искривлешя пластинки, представляется такъ 


И ди $, 
(о: “3 ‚/ (%) «у. 
Слфковательно, 


ыы 
$ $ 
Ут еу У 4." 


ы=Ь вт тр ве 
Вставляя ато въ (а), получаемъ такое услове для опредфлен!я кри- 
тическихь значе сжимающихь усилй 


ву у. 


ЩЕ в=1 та и=1 эи=1 1 


т= 


$ 60, 0бъ устойчивости прямоугольной плаотинки, сжатой вдоль одной 
изъ бторонъ. 


Разенотримъ первоначально боле простую задачу, предположимъ, 
что одно изъ усилй, пзпримфрь, Р, равно пулю и опредёлимъ при 
помощи (с) критическое значеше другого усимя. Услове (с) пере- 


пишется въ атомъ случав такъ 
ры 22 д» 
эт ит" 
а 
ру У4. ("+"), 


Р, у уе." т? 


Е нЕ. эЕЕ нЕ 


е м 
Е 
ру 4. #* =) 
ее _ нь. ‹ @ 


Уд И 
= 7 


ие] в=1 


откуда 


Критическимъ значенемъ сжимающаго усиля Р, будеть наименьшее 
изъ тЬхь ого значенй, которыя получаются по ф-лВ .(@). 


у утру (ети. 


{© 
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Тэкъ какъ числитель и знамепатоль дроби (1) представляются въ 
видф суммъ положительныхь чиселъ, то наименыпее значен!е этой дроби 
будеть получаться, когда вс коэффищонты 4„, кромз одного, поло- 
жимъ равными пулю. Ясно также, что при этоиъ зпачокь и должсиъ 
быть взять равнымъ единип?. ВмЪсто (4) получавмъ 


То обстоятельство, что намъ пришлось изъ безкопочпыхь суммъ оста- 
вить въ выражеши (1) лишь по одпому члену и пришлось положить 
п = 1, показываеть, что первая искривлонная форма рашшовзоя плас- 
типки инфеть такой видъ / 


„о тх т 
9 = Ашят —— т =. 
[7 ф 


Въ случа сжашя пластинки въ направлеши оси 2, опа выпутивается 
при критическомъ зпачеши сжимающаго усимя Р, такъ, что въ напра- 
влеши оси у получается одпа полуволиа въ паправлеши оси #— т полу- 
волиъ, Для опредёлешя (Р.}„» нулно выбрать для 1 такое число, чтобы 
правая часть выражен!я (4’) получила нашменьшее зиачсне, которое и 
представить собой критическое слимающее усиле. 

Есяи @ мало по сравпенио съ 6, то сразу видно, что въ ф-лВ (4!) 
нужно положить # = 1 и мы для опредёлошя (Р,)„. будемъ имть 
въ этомъ случаВ ф-лу 


а? 


СР. =2Е (. = Я) уе : (282) 


Первый мпожитель въ подученномь выражени дяя (Р,).. пред- 
ставляеть собой критическое сжимающее усиле для балки полоски, 
вычислепноо по ф-лВ Эйлера. Вторымъ членомъь въ скобкахъ оцфни- 
вается вщян!е короткихъ сторонъ пластинки на величину критическихь 
сжимающихъ усилй. Норейдемъ теперь оть критическихь усишй къ 
критичоскимь папряженямъ. Раздфляя (Р,)„. на толщину пластинки 
и вводя обозпачоня 


СР 
# 


получим 
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Обратимся теперь къ другому крайпому случаю, когда пластинка, 
имфоть весьиа большую длину вь направлешя дфистви сжимающихь 
усимй Р,. Для опредфлешя числа полуволнъ, па котороо пластинка 
подраздёлится при выпучивапи обратимся къ выражению (4’). Съ чис- 
ломъ 2и будемъ поступать, какъ съ пепрерывно мёпяюшейся величиной. 
Составляя производную оть (4!) по 23 и прправнивая эту производную 


нулю, пайдемъ 
й 


$ 

Т. в. наименьшео значеше сжнмающихь усилй Р, будеть соотефл- 
ствовать той искривленной форм вынучившейся нластинки, когда длина 
полуволнъ, полутившихся при выпучивалт, равпяется пзарипв пластанки. 
При этомъ пластипка подраздфляется узловыми ляшями (лишлми, по 
которымъ прогибъ пластилки равепъ пулю) ва квадраты, и критическое 
зпачоше сжимающихь усилй, па основаши (‹), представится тахъ 


р 
Ро = 4 


а? == М, т 


Т. е. критичесмя усиля имфють въ данпомъ случаё такос же зпа- 
чее, какъ для балки полоски длины 2 съ задёлапиыми концами. 
Вводя обозпачеше , 
а: - 9) 
для критическихь папряженй балки полоски длипы 6 съ онертыми кон- 
цами, получимь въ случав весьма длинной пластинки, сжимаемой въ 
направлении ДЛИНЫ ® 

(Р)нь = 4 ен. + (835) 

Результать этотъ можно было бы предвидёть па основания того, что 
вами было получено въ сяучаВ сжатя короткой нластипки, выпучи- 
вающейся по одной полуволн%. Соотвтствующая этому случаю ф-ла (233) 
легко можеть быть представлена въ такомъ вид 

ъ 


рые =ы,....... 0) 


сли мы, сохранля постоянной ширину пластинки 5, будемъ мФнять 
ея длину, то при этомъ будеть мплться коэффищенть #. Измёпешя ати 
представлены на чертеж (115) кривой т = 1. Мы видим, что наи- 
меньшаго значешя этоть коэффищенть достигать въ случа квадратной 
пластинки, когда # = 4. 

Когда имфется весьма длинная пластинка, подраздёляющаяся при 
выпучивам на рядь полуволнъ, то каждая полуволна, заключенная 
между двумя послёдовательными увловыми линями, можеть быть раз- 

0, В. Тамошаико, | 21 
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сматриваема какъ позависимая нластинка съ опертыми краями, т. к. по 
узловымъ лишямъ соотвтствующ!е пзгибающ!е моменты обращаются въ 
нуль. 

Для такой пластинки, заданной ширины 6, критическое напряжене 
нолучается наименьтпимъ, когда ея длина равна ширия$. Отсюда можеуь 
заключить, что весьма длинная пластинка при выпузивати стремится 
подраздьлиться узловыми лишями на квадраты. 


Черт. 15. 


На квадраты подраздёлитея также и пластинка конечной длипы, если 
только отношеше @:6 предетавляоть собой цфлое число. При $ дроб- 
номь, пластинка подраздфляется узлоными лиШями па прямоугольники 
съ такимь соотяошеяйемъ сторонъ, при которомъ критическое напряжоше, 
вычисляемое для одной волуволны, какъ для независимой пластинки, 
иметь наименьшее вначене. Соотвтетвующое число нолуволнъ можеть 
быть установлено путемъ такихь разсуждешй: 

Пока длина пластинки & мала, мы буденъ имфть одну полуволну и 
критическое усиле найдемъ по ф-лё (4’), нолагая въ ней т = 1. 
Сохраняя ширину пластинки 6 постоянной и увеличивая а, мы полу- 
чимъ наименьшее зпачене (Р,).. при а = $. При дальшёйшемъ увели- 
ченш @, (Р;),, начинаеть возрастать, Соотвётствуюнщуя изыфнен!я (р,).р 
представлены па чертеж (115) кривой т = 1). Начиная съ пёко- 
торбй онредфленной длины а, ф-ла (4) „будеть давать наименьшее зна- 
зеше для Р‚, при услови т = 2. Этому соотвбтетвуеть подравдлене 
пластинки ва дв полуволны. Разематривая каждую` нолуволну, какъ 
самостоятельную пластинку, получииъ измфнен® критическихь напря- 


1) Нь зортешь даны зпочошя хоеффященте # (ом. фе 288) пропорщю- 
вольный (р;)„. 
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зжешй, нродставленпое (черт. 115) кривой т = 2. Перосфчешо кривыхъ 
т = 1 ит = 2 опредфлить то зпачеше отиошешя а ;0, пачипая еъ 
котораго получается при выпучивати двЪ иолуволны, При дальн Ншемъ 
увеличеши а достигиемъ такой длипы, когда иаименьшия значешл Г), 
опредёляемыя изъ ф-лы (4'), будуть получаться при в = 3, ж =4, 
и т. д. Изыфменя критическихь папряженй даются па чертеж кри- 
выми 12 = 3, т = 4,... То соотношоте между длиной и тириной 
властиики, которому соотвфтетвуеть пероходъ отъ искривльшя по двумь 
полуволнамъ къ искривлешю ио тремъ полуволнаитъ, опредфлястся перо- 
сфчешемъ кривыхь т = 2 и т = 3. Переходь къ четыремъ полувол- 
памъ опредЪлится пересфчешемь кривыхь т =: 3 и т=ф итд. 
Вообще переходъ отъ 2% полуволиъ къ м 4-1 полувелнВ происходить 
при такомъ значени отпошешя &:6, при которомъ зпачеше правой 
части ф-лы (4') не мфнлется отъ замфиы # на ж -- 1, т.е. когда 
@* @ ` 
т ат + 1-- [ул 
Откуда получаемъ 

ф=Уйт +1 уе +) 
Полагая здЪсь т =: | паходимъ, что пероходъ оть одной къ двумъ 


полуволиамъ происходить при 


а _ 
у=У?: 

Переходъ оть двухъ къ тремъ полуволнамъ получается при 
а _ 
р =У6 


ит. д. Такимъ образомъ ф-ла (Г) дасть памъ возможность установить 
въ каждомъ частномъ случаз число полуволиь, соотвБтствующихь первой, 
искривленной форм равновЪ@я пластинки. Установивъ длину одной 
полуволны и вставляя ее въ (233!) выЪсто а, найденъ соотвфтствующес 
критическое напряжене. На чертежь (115) т части кривыхъ, которыя 
соотвЁтствують искомымъ критическимъ папряжешямъ, показаны сплош- 
пой линей, и мы видимъ, что съ увеличентемъ длины пластинки, умепь- 
шаются. колебашя величины (р,\„, Несколько значешй козффищента #, 
входлщаго въ ф-лу (233'), мы приводимъ въ нижеслёдующей таблиць: 


= Е ый и м ол 


*= | 132 841 | 6,25 | 514 | 4,58 


ой] 0,91 101 11 ‚| 13| 14141 


413 4.28 м 440 


4,20 | 4041400 | 4,04 


851 | 889 | 808 скл, 


2820. [о [7 тов] 901 


в а 1% 821 


2" 
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Въ той жо таблицв даемъ зпачемя (р,).., вычисленныя для 
й = 0,015, Ё = 2,2.10° К/сш?, в = 0,3. Пели для расчитываемой 
1 : В 
пластинки # = В, то для полученя критическихь папражен!, пужно 
А 


числа Таблицы помнощить па =. 

Опредьлямъ при помощи таблицы то аначеню ® для посьма длпеной прямо- 
угольной пластинки, при которомъ (р),». = 3000 К/схл?, Это соотвЁтствуеть про- 
дЬлу токучоств для стали повышепиаго качества, примфвяемой въ кораблестроо- 
ви. Шри большой дляпф пластинки мы можемъ принять дяипу полуволны равлой 
апирииф пластинки п положить # =1. Изъ таблицы пыбомъ (р, 796. Нужное 
аиело я пайдотсл лаъ услошя 


откуда 


$ 61. 0бъ устойчивости прямоугольной ндаотинкя, растягиваежой идя 
ожижаеной вдоль обфикъ оторонъ. 


`Продположимъ теперь, что кромё услай Р, дЬНотвующихь вт паправяови 
оси >, имьются ещо перпвидикулярпыя къ пимъ успшя Р, Очоридио, что всякое 
растлгивающее усише въ напрапловци оси у будеть увеличивать найденное нами 
раяАе значеше (2), вычполенноо для Л, =0. Точно таиже ожал!8 въ направле- 
иг оси у будеть уменьшать то жо уопе, Когде Р, достигаоть напмепьмаго изъ 
вначевН, прп которыхъ имфеть мёото равепотво [см. (е) $ 59]. 


та 
";.). 


{Р).». обрыщаотоя въ пуль п при дальнЫшомъ уволичоши ФР, плоская форма 
равноп\о я пльстинки будоть устойчива пишь при отрицательныхь №, т. о. пря 
вадлежалце нодобравныхь растлгинающихь усищяхь въ паправлоши оси #. 

Танже какЪ пря Р, =0, мы можомъ л ръ настоящомъ случа показать, что наи- 
мепьшя значешя для Р, в Р,, при которыхь плоская форма равнорфия властивкя 
порестаетт, быть устоНчилой, получаютоя наз услошя (е) $ 59, когда въ немъ во 
цозффищопты Д„„, иромё одного, положить равными нулю. Такимъ образомъ, ирп- 
тичосвя вначовя уснаЁЙ долявы удовлетворять ур-но 

пе на м ка 

эти ( а т) . 


В 


Или, переходл къ напряжешимь п пользулеь прошвпып обозназошями 


В в 2, 
в; ЖЕЕР: ртр. 


р 


получаемъ услова . 
„ ва 
рр ра, (ант) ана, ...® 


Каждому зназенио чноолъ % п п соотвфтотвуоть особая форма 'равповвом вы- 
дучирающейоя пластияки, опредвляомая ур-+емъ | 


о пт 
Зтх 5 Мил Вт вт 
ь 


п рдоанЪ опредёленноя вавиопмость между напрящешлми $; и`р,, получаемая изъ 
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Ур-ы (Е). Зависимость отб линойная п графлчоски можеть быть предоталепа для 
каждой пары значон № и в соотифтелвующей прямой яншей. Нь чертель (116) 
нанесопо ньсколько такихъ лип отпосящнхся къ случаю квадратпоН пластишел. 
Но оси & отломены р, по осп у-папряжешя р, Фопи въ урч4и (6) положныъ 
р. -=0, то получиыъ точки пересёчошя вашияь прямихь съ осью р,. Ими опре- 
двияются звачешя сжимающих» вопряжон!!, прп которыхь позыожиы повривлен- 
ных формы ралаовве!я пластники въ случа дьйстви лишь уси Р,. Блищайлая 
иаъ полученныхь хочокь порвсфчошЯ опредьлить вайденное ранфе значевю 
для (2). Тозво тышие, полагая въ ур-м (5) 2.-=0, придемъ къ задочь объ 
устойчипости пластипки, ежимаомой лишь въ направнонш оси у. Критическое на- 
пряжон!е (2;),› опродфиптся ближайщой къ ночалу коордишать точкой пере- 
отчешя нашихь прамыхь съ осью ри, На пащемъ чертенф (р), (),, и пели 
чина критических напряжеш опредфляется первовчонемъ прямой ш-—1, в=1 


У 


\ 


\— к - 1. 
\ 


2 м 


Черт. 116. 


съ коордиватвыми осями. Получаем токимъ образомъ прежвЁ результол. 
Для кводратной пластинки, сжимаеной усншями Р, или В, первёя возиоятвя 
искривленная форыв раввовфо!я будеть имфль лищь одну полуволну. 

Составляя для заданнаго осотвошения между’ сторонами пластинки чертежь, 
подобный чертежу (116), мм легио рышавыь вопросъ о критическихь напряжешяхь 
при любомъ соотяошеши между нопряжевями р, п р, Особенно просто рёщается 
задача въ томъ случаЬ, когда пластинка подвергается равпомфрному сжатио, 
т. 0. когда р. == р, = р. При этомъ ур (6) перепишетея тень - . 


2 
РЕ (ин). 


1. Сльдовательно, въ 


Наименьшее впачоше для г получаотоя при ® == 
отомъ опучай 
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Чтобы получить это рылено изъ чортожа, нужио только нзЪ начила коорди- 
натъ пронести лишю, двлящую пополамъ угол. меду коордоватиыый осомп п 
полутить точку пересблевы отой пли съ примой м =1, в = 1. Танвыъ образом, 
при разиомфрпомт сжатйт портал некривпенвия форма исегда пмфеть одну полу- 
волну, каь въ папрапаошн шпряпы, так и п» поправлен! и дливы пластапки. 

сли одно пть напряже! лапренрь р, задоно, то дая получевЧя критв- 
чеспаго зпачошя другого иаприжевя нущно только на чертожф провести липно 
парвллольвую оеп 2; п отоюнщую оть пел па задаиномь разстояши р, Точки 
пересфлев!я отой япши съ прямыми (6) опродёлять всё 76 звачопя р» при хото- 
рыхь становятел зозможиыми искривленлыя формы раввонфе: пластинки съ задал- 
пымъ сжимающимт ноиряжощемь р. Точка съ наименьшей ордонатой опродёлить 
пскомое (ра),›. Прп разыскал этой точки ифть недобносты паноснть на зортелй 
в6Б лиш (&) нужио взять лишь дрё группы ля, для которыхь 


т=Ь #=108,,.. 


ен ь 


= ш=ь2,3,... 


Пересётевями отихъ лонШ опредйлнетеи мпогоугольнии» АВСР.. [частн 
лав, составаяющихь этоть многоугольнииеь, показаны на чертежь (116) сплощ- 
вой лнн|ой], раздфлиющЕй плоскость чортеже пл дя части. Легко понавать, что 
ть той части, гдё ложить начало координат, ‘пе будетъ проходпть ли одва паъ 
лв! (8) п слЬмовательно, для опродбаов{я притичоскихь панряжев! пужоо по. 
стропть аль многоугольпииь АВСР.. Дия каждаго зпачешя р; пересьчене вра- 
мой лави 

пр 

о собтеьтотвующен сторопой мпогоугодьнихе АВС. даеть искомое впачо- 
ве (Рор.. ЗАМФтЕМ», 170” пололитольнымь эначетяюь р, з р» пра оризятыхь 
обозначошяжь, соотабтотвуеть сматю, а отрицатольнымтъ растяжение. Про растоть 
пластинок на устойчивость, когда задается ввпряжоне р; и вужно разыснатьй 
соотаьтотвующее (р#)..; ВЫГОДПО по задовпой золнчний заранфо уствцоыть, кото- 
рой плъ сторонъ многоугольннна АВСР.. опфдуоть пользоноться дия онрое 
лешя (у), Это можеть быть легко сдфлано спвдующимъ образомъ. Прежде вевго, 
установимт тр предфлы для р, иЪ которыхь нужио пользопалься лишей ж==1, 
п=1. На пашемъ чертеже (116) они будуть соотифтстновать, очевидно, абецие- 
самъ толекъ В и С, Нанбольшое $, отпосащееся иъ ляли # 
дёляется точкой 0, точкой перосьяешя‘лин!й 


а 
в+вы= 


в а 
инь, (4+5) т, в 
й 
Тшая отн ур-4я, находныт 
в 
в=(5+25). 
Имей предёль дла р опредрллетоя точкой В, точной перосьчены апвиГ 


и+А 
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Сивдовательно, при услошн 
‚ 


№ (1-48) <ь < (6+2%). нь 


нопрлжеше (р:)„„ будеть опредфиялться лиз!ой и=1, п=1. Предвопожимь, на- 
примфръ, что прямоугольная плаотилка, у которой а=05 $ сжимается въ папра- 
влонш оси #, при чемъ 4, =р, . Нужио пайти 10 папмоньшее зназеше для сши- 
мающихь напряжешВ р», при которомъ плоская форма перестает, быть устойчвиой. 
Вотавпяя воданпое аначеню отношешя п: $ въ перавепетво (К), получаем 


0,05 р; < р <ББр,. 


Такъ какъ задавооо намъ р, лежить въ этихь предьлохъ, то (р;)„„, паНдется 
иаъ ур4я 


а? а" 
+= (1+5 ы 

‚ Полагая въ пемъ а=055 пр. =р, , получанъ 
{Р.Е 25, 22963, 


Коли заданное апочеше р, зыходить изъ предфновъ (), то вужшо пользо- 
паться другими оторопамп мпогоугольшие АВСР.. При чемъ для значенёй р, 
большихь верхняго предйиа въ неразенотьв (®), нужно пользоваться группой 
Вий 

т=2 3,4... 

Для эпочен р, меньшить низшего иредёла въ неропепелвь (к), вужно раз- 

смотр 


п 


вь лв 
ть #=234... 
Нетрудно установить предфлы для р, относяпуеся къ каждон ивъ этихъ 
лив!#. 
Разсмотримъ, напримёръ, первую группу лиш!й, соотьфтотвующую случаю 


228 (5+2%). 


Установныъ предблы для р, относяшеся къ сторопё ча = 
предфлъ опредфилется пероофчешем» лин ж=фи=1 и ляни т 
Рышая соотвётотвующия урчя . 


а 
вы ы= 


в 
2 в-+ьь 


получимъ дия Низшаго предфла аначен!е 


Подобвымт, же обравомтъ для ворхняго продёла, изт услоп!я пересёчен:я лин 
ЖЕ ЯЕ1 иж +1, Я=1, находинъ 


‚ 
ВЕР (има). 


Ольдоватетьво, лишей и п==1 пужио польвоволься при овредёлева 


(рожь, войп ф, Нож 5 токихь предёлахь 


в. 


, ; 
++) <в <, (вами). и... ® 


Совершовпо тавимз-яю`обравомь, для тёхь случает, когда 


о 
в < (1-45) 


п вогда вушжно пользовелься группой лишЙ №1 #=2, 8, 4 .., ив ж =, 
и будоть служить для опредьяюни (2:),»› осин 2 пожать пъ тавихь предьлахь; 


ори > >, ее... 


Приыфишыт, полученпые родультеты и расчету пластинки, у которой а 
ян =="р,- Въ этомъ случай 


‘ира (6+2) 


п впыъ пулро обратиться къ воразенству (1). Оло будеть удоплегиорено при ;=2, 


Ольдовалельно, (2), опродёлится примой 


Е аа 
тн Еь (4 = 5) . 


5Ъ, пойдем 
(и. = — 89,6, 


Этямъ опредфляется то зпачаше растягизающихь папряжетуй р», при которомъ 
плоскея форма равнольея рпастяпни съ сжимыющиый напряжен]ями р; = р, по- 
рестаоть быть устойчивой. Для риотягивающихь напряжен!й, большихь вайден- - 
паго авачены, пластивий устойчиза, дия мопьшихь пе устойчива, 

Боли къ той же пластинив приложены въ ваправлощи осп & расглгиямощех 
усвщи р = — Пр, то дая опродьлены (р), пужво обратиться въ поразел- 
ствалгь (0). “Неразопства будуть удовлетворены пре == 4. 

Сяъдовательно (р.),, опредьияетен прямой 


Полагая адбоь ТИ, в== 


|. 


В ва 
бр -ыв 


Отвуда, полагая р, = — р, а==0БЪ, находимь 


(РЭ. == ЭР. 


$ 68. 0бъ устойчивости пряиоугельной пластинки съ опертыми краями, 
ивтабаемой и ожрилемой въ ореданиой плосковти. 


, 

Здфеь мы равсмотримъ вопросъь объ / устойчивости прямоугольной 
пластинки съ опертыми кралми, подвергающейся дёйствио уонтй ла- 
раллельныхь оси <, при чемъ иптенсивпость этихь усишй мёняется по 
линойному закопу (чорт. 117), опредфляемому ф-ой 


._ в, (1$) ль. © 


Мёпяя въ этой ф-лЬ величину а, мы можемъ, получить `различныя 
соотвошешя между напряженями изгиба ‘и напряжешями слалй. 
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Полагая, напримфрь, а == 0,5, получимъ случай чистаго ‘изгиба, 
когда наибольшее сжимающее усил1е, имфющео мЪсто при у = 0, рав- 
няется наибольшему растягивающему 
усилю, получающемуся при у ==5. 

При а > 0,5 мы получимъ случай 
одвовремеюнаго дфистыя изгиба и 
сжаця, при а < 0,5 будемъ имфть 
случай изгиба съ растяженемъ, 

Если положить а = со, то при- 
демъ къ ране раземотрфинему слу- у 
чаю равномёрнаго сжашя пластинки “Черг. 117. 
вдоль одной изъ сторонъ. 

При опредфлеши (Р,)„. будемъ исходить изъ разсмотрёвшя энергия 
системы. Самое общее выражеше для искризленпой формы равповфая 
пластипки въ случа опертыхъ краевъ папишется такъ 


чх ‚Ютта , пту 
= У Уд нЕ зы УЕ уе енх 0) 


Соотв®тствующее выражене для потеншальной энергия изгиба, 


(ф-ла 231) будеть 
6х х (тт т: 
ту. +) 


М1 э=1 


Работа сжимающихь усилй, велЬдетые смфщевя краевъ при выпу- 
чиван!и. плостипки, вычислится по такой ф-л6 | 


г} [9 (-2) (=. ..... @ 


Ветавляя сюда вместо № выражоне (5) и припимая во впимаше, 


что 
5 


а 
инету ия при { =71 


еее. 20 при -7У четномъ 


4" _й 


== ел при: = 7 ночотномь, 
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получимъ дия работы сжимающихь салъ выражеше 


Рам М п 
тя ХУ. 
реже 


Приравнивая его потенщгальной энерги изгиба пластипии, полузимъ 
для Р, такое выражен 


Р. = 


у у ры "”- 2: У' ри „.- ву хе те ыы 


ит! явь зи в=1 


тд и -= $ — печетпое число. 

Телерь нужно изъ всфхь возможныхь искривленныхь формь равно- 
вЪоя выбрать такую, которой соотвфтствуеть наименьшее значеше Р,.— 
Это значеше и будегь искомое (Р,)„» Составляя проивводпую оть вы- 
ражешя `(4) по каждому изъ коэффищептовь 4„„ и приреввивал эти 
производныя нулю, мы придемъ къ системв безконечнаго числа ур-й 
такого Вида 


тт, тт т 
Ра |4 


‚ Соберемъ вс урфя съ опредзлепнымь зпачешемь ж. Въ эту си- 
стему войлуть коэффищенты А„, 4„„,.. .Остальные коэффищенты по- 
хожимь равными нулю. Тогда соотв®тетвующая искривлоивая форма 
равновзо1я опредфлится такимъ образомъ 


тт . 
9 = ее у А 8 = 


Поверхность эта, какъ мы видимь, подраздьляется въ направлеши 
оси & узловыми лиюями на т полуволнъ и такъь какъ каждую полу- 
волну можно разсматривать, какъ независимую пластипку, то мы въ 
дальнёйшемъ можемъ ограничиться вволфдовашеиъ выпучивашя пла- 
слинки по’ одной ‘попувоцив, Для этого ивъ системы ур-4й (6) нужно 
оставить лищь уря,. для которыхь т = 1. Пользуясь нашими преж- 
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ними обозначётями 


Р, _ Вт ий Ре 
аъ — п’ 


папитомь эти ур-1я въ такомъ видь 


т} 52% ( _ 1 1 
«еее 


ЕДВ я -- $ — печотное число. 


Мы получили систему линейныхь однородныхь ур-й, связывающихь 
между собой коэффищепты 4, 4.).... 

Система эта можеть дать для коэффищентовь 4,, рышевя, отлич- 
ныя оть нуля, лишь”вЪ томъ случай, если опредвлитель вя равенъ нулю. 
Приравкивая нулю опредфлитель ур-й (7), мы получимъ такимъ обра- 
зомъ всБ т вначешя р., при которыхъ возможна искривленная форма 
равновзс1я пластинки. Наименьшее изъ этихь значотй и будегь иско- 
мое (р,)„». Вычислить (2,)„ возможно путемъ послёдовательныхь при- 
ближенй. Въ качествв перваго приближеня можно ограничиться лашь 
порвымъ урчемъ системы (Г) и оставить въ немъ лишь первый коэффи- 
щепть А, положивъ остальныо равными нулю. Тогда получимъ 


р, (1-е р, [1 
од (1 ь в) ог, я -+ — 
2а 2а 


Это первое приближеше даеть удовлетворительные результаты лишь 
въ случав больпихь зпачешй а [при а = 1,5 погрФшность перваго 
приближешя для квадратной пластинки составляеть около 49/‹], т. е. 
когда преобладають капряженя сжатя надъ напряжешями ивгиба, (ъ 
увеличенемъ а ф-ла (237) приближается къ совпадению съ ф-ой (233), 
полученной для равномВрнаго сжатя. 

Чтобы найти второе приближене, нужно взять два первыхь ур-йя си- 
стемы ([) и ограничиться коэффищевтами ‘) 4;, и 4,„. Тогда получемъ 


и 


2) Ом. Налгу работу „Обз устойчивости упругить системв" Иаз. Шюв, Пол. 
„Инот, 1910 :, Вычколен!е третияго нриближешя ом. И. Вубиовъ. Стр. мех. ч. Ш 
отр. 515, _ 

й 
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Приравнивая пулю опредёлитель этихъ ур-й, получаемъ 
р. 1\? 1 162] р, .) о} 
() [( =) (==) в 22 (: ' и) + 
о 
(1+4 (. +) (1 =) = 


Отсюда получаемь второе приближение для (2,)„. Напримфръ, въ 
случаВ чистаго изгиба, когда а = 0,5, находимь 


(р. = т (= > (: яв .... (@38) 


Погрёшиость второго приближеня для квадратной пластинки около 8°/.. 
Съ возрасташемь я погрёшность убываеть и начиная съ а = 0,15, 
можно при практическихь расчетахъ ограничиваться вторымъ прабли- 
жешемъ. Для получешя третьяго приближеня, пужяо взять три ур-я 
системы (Г). При & =‹`0,5 ур-я эти напишутся такъ 


2 16 р: 2 
4. (1 я 4+0 
16р 2 а? 160 6 
— а в (1+4) Аз 5 Ан =0 
16 р, 6 
Е Аи (1 9я).4, о 


Приравнивал нулю опредфлитель этихъ ур-й, находимъ третье при- 
ближене дия (ру), 
Значеня критическихь папражевй могуть быть представлены въ та- 


хомъ вид 
< (рун, = №, с... (... (239) 


Величины коэффищентовъ 2, полученныя указаннымь выше спосо- 
бомъ, даны въ покоомдующой тобтив 


а. . 

= ой | 05 | 08 | 0507 | 045 | ов | | ПШ 
. Т — 

050 |291 | 258 | 2 | 289 | 291 244 | 950 |968 |2 
05 - 87 | — | | оф п ив| ие | — |1 | 15 
100 бр м м| -— | 18| 84 
‚1525 88-м | 69| - |661 м 
150 08| м-р | |5 м 
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Первая строчка значе й Ё въ этой таблиц и первое число второй 
строчки получены на оспованш третьяго приближен!я. Остальныя зиа- 
чен!я вычисловы по второму нриближепо. Можно было бы получить и 
дальнфйиия праближешя, но имъ будуть соотвЪфтствовать столь мелыл 
измфнов!я приведенныхь въ таблицв зпаченй №, что практически съ 
этими измфпенями считаться пе придется *). Замётимь только, что вся- 
кое послфдующее приближен можеть сопровождаться лишь умепьше- 
вемъ №, такъ конь увсличеню числа коэффищентовь А» соотвт- 
ствуеть уволиченно числа стспопей свободы налней системы, что можеть 
сопровождаться лишь уменьтешемъь общей жесткости системы, 

Вычислешя, которыя мы здфсь привели, относятся къ случаю, когда 
въ направлеши оси 2 выпучивтаяся пластилка иродставляеть одну по- 
луволну. Но принимая во вниман!о, что при выпучинаши по ифсколь- 
кимъ полуволнамъ, мы можемъ каждый участокъ пластинки между двумл 
узловыми лишями разематривать, какъ независимую пластинку, легко 


[7 
ЕН 
из 


` Черт, 118, * 


распространить паши результаты па случай пластинки съ любымь чи- 
сломъ полуволнъ вь паправления оси х. Возьмем, иапримръ, случай 
чистого изгиба. ИзыЪненя коэффитепта & въ зависимости оть отноше- 
ня @;6 представлепы на чертеж (118) кривой ж = 1. Мы видимъ, 
то спачала съ возрастанюмъ отношея @:6 козффищенть & убываеть и 
достигаеть своего наименьшаго виаченя при а; =. Далфо на-’ 
чивается возрастаню и при @:2 == 1 величина этого коэффидонта, 
вычисяенная въ продаоложеши одной полуволкы получается большой, 
Чфыъ для отношешя &; 6 ==0,5. Это показывает, что квадратная пла- 
стинка при чистомъ ивгибф уже будеть подраздфляться на дв полу- 
волны и при дальнфйтемь возрастани отношошя @&:6 пужпо пользо- 
ваться кривой т — 2, которая получается изъ кривой т ==1 путемъ 
удвоешя абсциссъ, Подобнымъ же обравомъ могуть быть построены кри- 


1) Ддя кнадретной ппаотинки зъ случа а-=0 четвергоо приближен отла- 
зьезоя отв третьяго, даннаго вз табщяцё, лишь вв 1/9). 
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выя ® = 3, № == 4, ит, д. Пересфчешемь кривыхь т = 1 ит=2 
опредфляется момепть перехода оть одпой полуволиы къ двумъ. Также 
точно кривыя 1 = и м = 3 вь пересВчени даоть то зизчене отпо- 
тешя а:6, пачинал съ котораго получается три полуволиы ит, д. 
Легко видЬтТЬ изъ чертежа, ито съ уволиченемь длины пластипки 30а 
чешя Ё все мепьше будуть отклоняться отъ своего паимепьтаго зпаче- 
вл, Для достаточно длинной пластинки мы можемъ полагать й = 23,9 
и считать, что при выпучивати такая пластипка нодраздЁлится ‘узло- 
ВИМИ лиНлми на участки, соотпотои!с сторойпъ “которыхъ равпо прибли- 
зительно в. 
Полученные результаты показывають, что въ случаЪ чистаго изгиба 
‚ прямоугольпыя пластипки гораздо устойчив, чЪыъ при равиомфрномьъ 
сжати и критичесвя папряжевя могуть получиться въ предёлахь упру- 
гости лишь при сравнительно тонкихь пластипкахь. Такъ, папримврь, 
при Е =2,9,10° К/сп? и < = 0,3 мы получаем (,},». = 2400 К/спе 
при 6 = <> 140%. 

Подобнымь же образомъ рфтается вопрось объ устойчивости длин- 
пыхъ пластинокь и при другихь значешяхь а. Замбтииь здБеь, что съ 
уволичешемъ х козффищепть # убынаеть и въ предьлЬ приходить къ 
тТВыъ эназешямъ, которыя мы имфли при равпомзрномъ сжатши. Соот- 
вфтетвеппо измфняется и то зналеше отношеня @: $, которому соот- 
вЪтствуеть наимоньшео #. 

Замфтимь здесь, что принятый здЪеь мотодъ изолдованя устойчи- 
вости можеть быть распрострапепь и па тоть случай, когда линейно 
распредёленныя нормальыя усиля дфйствуютъ не только въ направло- 
ни оси 4, по также и въ направлеши оси 9. 


$ 83, 0бъ устойчивости прямоугольной пластинки оъ опертыми кралми 
при дВЯетын касательныхь напряжен!. 


ели прямоугольную пластинку съ опертыми краями подвергать дЪй- 

х СтЫю касатольныхь усишй Р», равномбрно 

1 распредфленныхь вдоль сторонь пластинки 

| ` (черт. 119), то при нЪкоторомъ критическомъ 

| зиачени этихъ усилй плоская форма равно- 

= — — во пластинки порестаеть быть устойчивой, 

Пластинка “выпучивается и при большой 

Черт. 149. длит подраздфляется на полуволны лин!ями, 

тот ` наклоненными къ осям 5 и у, при чемъ 

. линш наибольрихь прогибовьъ раеполагаются, какь покавывають опыты, 
приблизитеузно нормально къ паправленю пвибольшаго сжат. 
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Для опредфлешя (Р,).. мы воспользуемся прежнимь премомъ, Возь- 
мемъ самое общес выражойюо для искривлеппой формы пластинки въ 
видЪ двойного безкопечпаго ряда 


© 
к \ ‚ Итх . иту 

26 = Что ян иене (а 
Ух ”" & р () 


Вопросъ устойчивости рЪшимъ въ зависимости отъ гого, сопрово- 
ждается ли припятое искривлоню (а) пластинки увеличешемъ или умопь- 
юшешемъ потеншальной энери. Шри срависти разлячшыхь формъ рав- 
поззея можно идти двумя путями. Можно предполагать, что при вы- 
пучиваши пластинки усимя по коптуру остаются ивизыфипыми и, 
спбдовательно, искривлоше сопровождается ифкоторымъ емыщешемъ то- 
чекъ контура, при которомъ вифпийя силы соворшають извЪстиую ра- 
боту. Такимъ премомъ мы пользовались при изучешя устойчивости сжа- 
тыхъ нластинокъ. Можно поступить иначе, имсипо предположить, что 
точки контура ие сыфщаются, 

Въ такомъ случаз выпучиваие пластинки будеть сопровождаться 
измфненемь усилй, распредфленныхь по коптуру, и измфнешемъ соот- 
вбтствующей имъ потенщальной эпорти системы. | 

И тБыъ и другимъ путемъ мы придомъ къ одному и тому же зиаче- 
ню критичевкихь напряженй, но въ порвомъ случаЪ критичесвя на- 
пряжен!я найдутся изъ услошя равепства эпорги изгиба работё усилий, 
распродфлопныхь по контуру. Во второмъ случа работа зпфшнихь 
силъ будетъ равна нулю, и критичесмя папряжешя найдутся изъ того 
условя, что взмфпошюо потепщальной знерфи системы при перемфще- 
Шяхь, соотвфтетвующихь первой искривленной формЪ, должпо равняться 
нулю, Воспользуемся здсь вторыыъ д ча А_Х 
премомъ и предположимъ, что вы- 
пучиваие пластипки но сопровож- 
дается сифщоиемъ точекъ контура. 
Въ текомъ случай  искривленю 
пластинки при выпучиваши будетъ 
сопрозождатьсл сдвигами въ серв- 
динной плоскости и соотвфтетвую- Черт. 120. 
щимй измфненями энори сдвиса. ` 

Величину сдвига въ какой либо точкё О срединной плоскости легко 
находим изъ гоометрическихь соображен!й (чорт. 120). Пусть Оди ОВ 
два безконечно малые линейпые элемента длины 4% и @у. Посл из- 
гиба они займуть по отношенйю къ плоскости, параллельной плоскости 
контуре, положешя 0.4, и ОВ„, при чемъ вертикольпыя перемыщеня 
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перемфщешя АА, и ВВ, будуть соотвфтствепно равны величинаиз 


9% 90 
аи 
И ду % 

Легко видфть, что при взятыхъ перомфщоняхъ уголь 4, ОВ, меньте 
прямого. Перемфщешя 4.4, и ВВ, сопровождаются сдвигомъ, который 
равень, очевидно, уменьшеню первоначально прямого угла АОВ. Это 
умопышеню можно получить изъ чертежа (120) такимъ образомъ. Сна- 
чала вращешемь площадки ЛОБ относительно оси оу совмРщаомь 
ОА съ ОА, 

Если тепорь ту-же площадку вращать отиоситольно О.А, до совмЁ- 
щеня съ плоскостью 4, ОВ», то очевидно точка В пойдетъ по напра- 
влошю ВВ, перпондикулярпому къ О.А, и паклопепному къ ВВ, поль 
угломъ . СлЪдоватольно, 

др _ 0 ди 
В, В, = ВВ = 
12 108 — був 
и уменышен!е первоначально прямого угла, равное В, ОВ‚, предета- 


вится такъ 
ди ди 


"#4. 
Увеличошо эперми сдвига велВдетво выпучиваюя пластинки пред- 


ставится такъ 
Р ыыы. 


Ветавляя сюда вифето № его выражене (а), и принимая во внима- 
не равенства 


а 


тя я 
Гат Г тоя 48 =0 при т -- р четномъ, 


; при ж® == р печетномъ, 


придемъ къ такому ‘результату: 


=, у 555-45 Ант А) ‚..: ®) 


Е рип = — нечетныя числа, 
Что касвется энерми изгиба Р, то для нея сохраняется прежнее вы- 
ражене (231). Приравнивая нулю онермю ивгиба, сложенную съ най- 
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доннымъ вышо выражешемъ У‚, получаемъ для Г, такоо выражешо 


о 

р о м 
Аи [а сх 

а г}, 


рай ити 


64 х р 
ХУУ У 4.4. рут) 


Остается топерь подобрать для коэффищептовь 4„„ и Ам тая с0- 
отношешя, которымъ соотвтетвуоть паямопьиее 1). 
Это папменьтее зпачешо и будеть искомое (7)„.. Приравнивая 


пулю производную оть (е) по каждому изъ коэффищептовь 4„„,...и 
принимая во впимае условю 
У -- 7, =0, 


придемъ къ систомв ур-Ш линейпыхь относительно А, Ам... 
Ур-я эти можно разбить на дв группы. Въ одпу изъ иихъ войдуть 
коэффищепты „съ чотной суммой значковь и въ другую съ печогпой, 
Вычиелешя показвывають, что изимспьшоо знамотНо для 2, даоть первая 
труппа ур-йй. 

Пользуясь для пот письма обозпачешями 


= о = м, 


и ь + ® 


328 (р. › 
иожемЪъ ианисать эту систому безкопочпо большого числа линойныхь 
дифферспщальныхь ур-Ш въ такомъ видь '). 


Аз Аз Аз Аз 
о 0 о -& ни. - 0 
—& _* я о-.. =0 
5 -4 р Ав р о 5 + и: =0 
6 _+ о эВ 5 +... 50 
5 --й 0 о в Не 4... =0 


1) Для кралкоети выппоыраемь дишь множители при коэффищонтажь, пани- 
овнныхЪ въ первой отрочкё, 


0. Л. Тяможенко. 22 
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Величина (р.).. найдется изъ услошя равепства нулю опредлителя 
написанной систомы ур-1й. Вычислешя будемъ вести путемъ послЁдо- 
вательныхь приближен! '), кажъ это мы дфлалп въ предыдущей задач. 
Для перваго приближешя мы можемъ ограничиться двумя первыми 
строчками и двумя первыми колоннами написапиой системы ур-й. При- 
равнивая нули онредфлитель получепныхь такимъ образомъ двухъ ур 
съ двумл неизвстными Ан и 4,,, находимъ 


Откуда, на основав! обозначен (4), получаемъ для первато при- 
ближоня а 
9%" (р-н В) 
У... 049 


(В 


Ф-ла эта въ случаВ квадратной пластинки даоть погрёшпость около 
15°/. Сь уволичешемь длины пластинки ‘потрёшность воврастаоть и для 
получешя болфе удовлотворительныхь результатовъ кужно обратиться къ 
сльдующему приближен. ели мы при этомъ возьмемъ пять строкъ и 
пять колоинъ нашей безконечной системы ур-!й, то приравнивая нулю 
соотвётетвующий опредфлитель, получимъ послф н®которыхь сокращенй 
такой результать 

81 (1 82—81 (1 (Ва 
: Ё 336 ПЕ 5 (к = () Ото  ©40 

Ф-ла эта даеть величику критическихь напряжешй для пластинокъ 
бливкихъ къ квадратной съ большой точностью. Разность между вт0о-‘ 
вымъ и третьимъ *) приближенюмъ длл квадрата получается лишь въ 
четвертомъ знакё. При` В = 2, эта разность достигаеть 2°/.. Наконець 
при В = 3 эта разность равна 9,55. Эти дапныя повволяютъ ваклю- 
чить, что результаты третьяго приближеня обладають вполнф достаточ- 
ной для практическихь приложен точиостыю. Окопчательные резуль- 
таты мы можемьъ представить въ такой форм} 


Фе 
(ри, Ну = Ки. 


1) Перпое приближене ом, натиу работу цитироввнпую выше (стр. 881). Вычис- 
фен!о дальнёйшахь приближов!Н см, пашу работу. Сбори. Инот, Иаж. Пут, Сообщ. 
№. ХХХГХ, стр. 28 (1916 г.). ” 

1) Равные внаки сооть/имивують двумъ рведичвыиь паправлов|ямъ носвхель- 
ныхъ уовшй Р. 

*) Третье приближение зычислялось при шести отрочвахь п шооти кофлонахь 
въ вашей оиатёыв ур-№. 
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Значеня коэффищента # приводимь въ пяжеслёдующей таблицу. 


| 
12 | 14 | 15 | 186 | 18 | 20 | 25 
ИИ ОНИ И ПО НИ 
— - | т 
80 73 ти | 10 | $8 65 6,3 
нь зато | во | 146 | чо дви | 1350 | ла | 150 
при = О | | | 


Мы‘ видимъ, что съ уволичешемь отношошя #:6 воэффищеть # 
убываеть, потому что длипная пластинка инфотъ возможность нодраз- 
дВлитьел на волны той длипы, которой соотвфяствусть меньшее р. Убы- 
вашо # съ уволиченомъ В всо замедллотся, # стремится къ опродёлеп- 
иому продфлу, соотвфтствующему бозкопечно длиппой‘ пластипкВ. Вели- 
чину этого предфльнаго зпачошя # мы можемъ найти такниъ прибли- 
деинымь способомъ, 

‚ Въ случаВ весьма длипной пластипки вляшю поперечныхь сторопъ 
ничтожно, и мы можемъ для приблизительной одёики величины крити- 
чоскихь папряжон! задаться подходящей формой искривленя такъ 
чтобы въ отпошени прогибовъ были удовлетворены условя лить па 
продольныхь сторопахъ пластипки. Такую форму мы получимъ, положивъ 


% = Ав ре Ед ; {& — в). 


Этому выражоно соотвфтствуоть выпучивате пластипки по ряду 
волпъ длины $, при чемъ узловыя лиши составлять съ осью у уголъ, 
1) котораго равенъ а. Ветавляя это`выражоще для # въ паше услове 


Т--Р, =0, 
получаемъ - 


р 2 8 Й 2) 
Ра би |... . (42) 


Наименьшее значопю для р, получимъ, осли положимъ 


тогда; пайдемъ 
ри еее, - (248) 


Результать этоть довольно близокъ къ тому, что мы пашли вышо 
для случая В = $. 
Инфя вначемя коэффищента №, мы бо8ъ затрудпенй можемъ сосчи- 


тать величину соотвфтствующихъ критических напряженй. Въ вытепри- 
22« 
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веденной таблицф мы дасмъ (р,)х. для того случая, когда 
Ъ= 0,015, #=2,2. 10" Куст”, в = 0,3. 


сли для расчитываемой пластинки # = т $, то нужно числа таб- 
лицы помиожить па к . 

ЗамЪтимт, что премъ, который мы здфеь примЪнили, можеть быть 
распространень на болёе обе случаи, напримрь, ва случай совмфет- 
наго дВйствя касательныхь уси съ равпомфрнымь сжатемъ вдоль 
одной изъ сторонъ пластинки или одповремеппаго дфйсгыя каедтель- 
ныхь усияй съ чистымъ изгибомъ, Послёдняя задала могла бы пред- 
ставить нЪфкоторый практичесый иптересъ въ связи съ повфркой на 
устойчивость вертикальной стЪнки клепаной двутавровой балки. При 
большой высот балки отпошеи!о толщипы стёикн къ ея высотв на 
практик иногда получается очень малымъ и падлежащая устойчивость 
достигается путемъ дополпительныхь подкрёплонй стфнки особыми 
уголками жесткости. Отдбльные участки стфики двутавровой балки иожду 
двумя сосфдними уголками жесткос®и слфдуетъ повфрять на устойчивость 
какъ независимую прямоугольную пластинку съ опертыми краями. У 
опоръ эта пластинка будеть находаться главнымъ образомъ подъ дй- 
ствемъ косательныхь усилй и для провЪрки ея на устойчивость можно 
воспользоваться только что приведенной таблицей. У сородины пролета 
тлавную роль играють нормальныя папряжен!я оть изгиба и при по- 
вЪрк на устойчивость можно воспользоваться таблицей предыдущаго 


параграфа. 


8$ 64. 0бъ устойчивоети прямоугольной плеотинки еъ опертыми краями, 
вжатой двумя взаимно противодоложными сосредоточенными оизами ‘). 


При вычполов критичеснаго зваченя ожимоющижь соородоточонныхх 
силь Р (черт, 121) мы можюмт поопольвоваться прожиймь пыемомъ. Въ случа 
значительной дипвы плостпяки, можпо принять для искривдоаной формы таноо 
зыражоню 


м  тле 
он С 


, и=1лрь,. 


Ооотафтотвующее инражоп!® для потопцальной эпорМи пагиба, ва основонм 
прежней ф-пы (231), продотавитол такт, 


Фи (= =? $) 


Р=5т Зрт 2+ > о унььь + ®) 


2) См. А. Золшег А. 2, & Ма, в, ру ва, 54 090 г). 8. Тивовопелко. 2. 
+ Майь, п, Руза Ва. 88 4010 =) 


— 341 — 


Работа ожнмвощихь силъ Р прп выпучирав!т пластпяки продстапится такинъ 


ь 

ор р р 

т=х (А нА... 
: : 


вырожонемъ 


©) 


Срелнняая (Ъ) и (6), получаемъ 


рт. 


р В 


Изъ того услошя, что (4) должно ныть нацмонъяхее значон!о, получавыт для 
возффищептойь А» таков общее вырожел!е 


кл д 1 
У) 


- Е 
(м-н... 2+) 


ди 


Встапляя то въ выражено (4), пайдомъ 


Черт, 191. 


Вводл обозпачоние а: В = В и приннмая во выпмон!е разоыотяо 


в Уи 


=... 


логко вычислиемъ Р‚, при любомъ соотношен!и сторотъ. Съ упеличешомь длины 


пластики поличина Р,,, опродъляемоя по ф-лЬ (е), быстро приближьется пъ 


п =р.} 
оплачено 


4" ‚ 
Фару иене, 09) 


Этиыъ жо промомъ позможно оцвиить влян!о па поличину №. подирфаляю- 
щаго ребра, напримфрь уголка жосткости, расположенного по линш дЬНения 
ожямающихь ондт, 


$ 65. 0бъ устойчивооти ожатой прямоугольной плаотинки оъ двумя 
опертыми краями и двумя другими, закрфиленными любымъ опобобомъ '). 


Предположимъ, что прамоугольтая пластинка, опертая по сторо- 
пам # =Оиз=а (чюрт. 122), сжимается вдоль оси 2 равномфрно 
раопредфлепными усищями Р,. Пусть эти усиля достигли предзла, когда 
плоская форма равновВоя пластинки перестаеть быть устойчивой, 

Пластинка исвривляется по поверхности, опредфляемой такииъ ур-1мъ 


3) Сы. лышу роботу: „Объ уотойчивоотп ожатыхь ппаотппонъй Ивв, Тел, Пол. 
Инот, 1907 г, 


(м. $ 58) 
. (8) 


Частцое рашеше этого ур-1я возьмемъ 
въ такой форм8 


исх . 
ан: - 6 


и = Узт 


гдь У фи оть у. 
Вставляя его въ (а), получим для 
опредвлешя У такое линейлое ур-е съ 


Чорг. 122. 


постоянными коэффищентами 


Эт? п? т" 
7 —-—я И -|-- 


‚(© 


Принимая во вниматс, что благодаря закрВвлен1ямъ цо продольным» 
сторонамъ, мы всегда будемъ имзть 
Вт 
1 т 

р 


и пользулсь обозпачошями 


чи? т? Р, т га ая? = 
аут а 3й ое ра’ 


прелставимь общ интеграль уруя (6) въ такомъ ридь 


= бе 0, + бсозВу + Оз... ..(@ 


Проиввольныя постоявныя С,.,.С, должны быть выбраны такь, 
чтобы удовлетворялись услошя на продольныхь сторонахь пластинки. 
Пзь отихь услоый можеть быть пайдепо также вначеню (Р,),, для 
равличныхь частпыхь случаевь закрплешл. Праведемъ здВсь нзеколько 
примфровъ. 

1. Одна изъ продольныхв сторонз пластинки оперта, дррая 
свободна. . 
` Вь этомъ случа будемъ пыфть па продольныхь сторонахъ таюя 
условия 


9 и 
и=0; а дя 0 паи. . (8) 
и ри 0чр 


др над = 0 иная оу. 0 
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Изъ условй (6) слёдуоть, что въ общемъ интеграл (4) нужно по- 
ложить . 
С, =0; 0 =-—0,. 


Слфдовательно фл У въ данномъ случаф можеть быть представлена 


такъ 
У = Азрау-- Взтву 


и условйя ([) на свободной сторонВ напишутся такимъ образомъ 


а аа 
(2 ат па веко" во -о 
. (8) 


а р 
да @ ор | ве [+2 во 


Этииъ урфямъ можно удовлетворить положивь А = В=0, во 
этому будеть соотвётствовать плоская фориа равповзая’ пластинки. 
Отличпыми оть нуля могуть быть ностоявныя А и В лишь въ томъ 
случаф, если опредёлитоль ур- (5) обращается въ пуль, т. е,, если 
будеть удовлетворено ур-1е 


8 (= о вар а (вне ув ....® 


Пользуясь этамъ ур-4емь, мы для заданиаго соотношеня между сто- 
ронами пластинки и при ваданныхъ значешяхь Ё и с можемь пайти 
соотвётствующое критическое напряжене. Вычислошя покавываютъ, что 
паименьшя звачевя сжимающаго усищя получаются при и = 1. (л#- 
довательно при выбраняомъ способ закрВиленя даже длинная пла^ 
стипка будеть искривлятьбя при вынучивави по одной полуводнВ. Ра-_ 
зыскаше корней траведендентваго ур-я (№) можно значительно упро-^ 
стить, если воспользоваться приближеннымъ рашенемъ 


(рун, 5 д, -Н 0,456 р/... (т). сс... (246) 


ТАВ риа 7 рю 
Вир, 8 = ур, 


которое получается на освовавйи олементарныхь соображеяй. При а> 
это рёшен@ даеть достаточную для приложешй точность. Шри а = 106 
погрёшности меньше 0,25/.. Выражове для критическихь напряжевй 
можеть быть представлепо такъ у 


(р,)нь, == Яру. 


Значеня №, нолучонныя изъ ур-4я (1) (для с =0,25), приводимъ въ 
пижеслздующей таблиць 


— 4 — 


—— —_- 
и | 5 | ый 20 | 25 | 30 | и | 50 
1 


зб пав от ов ори] о [15 9,505 
| 2 = | 188 В 182 | 147 | 136 | 119 | 110 100 
| | 


Здвеь жо даны и критичесмя напраженя, вычисленныя для 
-Е= 2,2 .10° Вет, А = 0,01 6, 
Мы видимъ, что даже при сравнительно маломъ значени отношеня 6:1 
пластинка съ одпимъ свободнымь краемъ будеть мало устойчива, 
ТТ. Одна #35 продовомыхь сторонь чластинии задълана, друзая 


свободна. . 
Въ этомъ случай услошя па продольпыхь сторопахь пластинки на- 


пишутся такъ 


ва 
Ее? 


9, == 
&=001 ь 


и=0 о =бприу=о........ 0) 


90 . 
и че ди (2—9 яду 0 приу=ё.. (1) 
Изь порвыхь двухъ условЙ слёдуеть, что произвольныя постоянныя 
общаго интеграла (4} связаны можду собой такимъ обравомъ 


аб: + ВС, . р. «0, — ВС, 
- 24а 2 2а 


Ф-я.У можеть быть представлепа въ тахомъ вид 


С, 


. » 
У=А (6038 у — сйау) вы — Выру). 


Вставляя это въ услошя (1) на свободномъ краф пластилки, полу- 
завмъ два лилейныхь однородныхь ур-я, свявывающихь между собой 
Аи В. Приравнивая пулю опредфлитель этихь ур-й, получаемъ ур-1е 
для опредёлешя (9). : 

Вводя для уврощешя письма обовпачетя 


= -на*® 


представимь это трансцеидонтиое ур-е въ такомъ вид: 


. за —_ ра 
28- (?-- 1) 03 Вова — = И оз аб. . @) 


Задаваясь различными зпаченями отношешя @:6 и величиной с, 
мы можемъ при помощи этого ур-1я разыскать соотвфтетвующ значешя 
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коэффищеита # въ ф-л8 
(ра), = М еее (8) 

Вычислешя показывають, что въ случа короткихь пластипокъ пер- 
вая искривтеппая форма равнов8&я пластинкя иметь одпу полуволну, 
такь какъ при =1 ур+в и 
(") даеть въ этомь случа 
наимепьшее, значеше ДЛЯ №. 
Рядъ значенй #, вылислен- 
ныхь па основаши урфя (г) 
при #2 = Тис = 0,25, при- 
водимь въ нижеслдующей 
таблиц. Мы видимъ, что съ 
возрастенемъ отношешя @ : 5, 
величина коэффищента # Чорт. 198. 
сначала убываеть. Опа до- 
стигаеть своего паименъшаго значения (# = 1,328) при а: =1,635, 
посл чего начинается зозрастаге &, Изылене # въ зависимосги оть 
отпотешя сторонъ представлено па чертеж? (123) кривой в = 1. Иня 
эту кривую, легко построить кривыя # = 2, ж =3,... ит, д. Поль- 
зуясь ими, легко устапавливавуъ при задапномъ отношения @ :% то 
число полуволнъ па котороо пластипка подраздВляется при выпучп- 
ваши, Съ увеличешемъ длипы пластинки коэффиценть # все меньше бу- 
деть отклонлться оть своего мииимальнаго вначеня. 


| 
| 18 ы 20 22 | 24 
| па гв] 147 
= | | 250 | 268 857 |281 283 Мил? 
в=оть | | 


Въ этой же таблиц мы приводимьъ эпачешя (р,).», вычислонныя при 
Е=2,2. 10° Ю/спй, в == 0,25, # = 0,01 6, 

Въ ублошяхь, подобныхь только что разомотрьшной пластииеь, находатея 
статый вортнкольтый пноть мостового пояса тавроваго офчевия (чорт. 124). При 
большой длийЪ лноть мы можемъ положить # == 1.88, В% такомъ случай ла оспо- 


воки таблицы походиы» 


д т5т. АСТИ = 1480 рая, 


Уполичить устончивооть лнота можно было бы только путемъ паилопывийя 
по инишему краю листа особого уголка жесткости, 


ПТ. Одна из» продольныть сторон упрую задъяана, друая 
| свободна, 
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Мы разсмотрёли два продЪльныхь способа закрфиленя продольной 
сторопы пластипки: опертый, слЗдовательио, спободно поворачивающся 
край и абсолютпо задфленный край. На практикВ мы обыкновенно 
встрфчаемся съ промежуточпыми случаями. Край пластипки склепывается 
съ другими частями металлической конструкши и степень закрфилен!я 
будеть зависть оть отпосительной жесткости склепываемыхъь частей. 
Напримфрь, въ случаЪ, представлениомь на чертежь (124), верх! край 
вертикальнаго листа можно было бы считать совер- 
шенно  задфлалнымь лишь въ томъ случа, если бы 
выпучиван!е этого лиёта по сопровождалось повора- 
чаватемъ горизоптальныхь листовъ и уголковъ пояса. 
Въ дбйствительности это поворачивате будеть про- 
исходить, выпучиван!е вертикальпаго листа будеть 

Зорт, 194, сопровождаться пвкоторымъь кручешемъ остальныхь 
частой сжатаго пояса и жесткость закрёпленйя ворхняго 
края диста будеть залисфть оть жесткости кручешя горизонтальныхь 
листовъ и уголковъ пояса. Для рЬшешя вопроса объ устойчивости вор- 
тикальнаго листа, пужно раземотрфть пластипку съ одпимъ свободнымъ 
и другимъ упруго задфлавпымъ краемъ. Подъ упругой задфлкой будемъ 
подразумфвать такую, при которой задзланный край можоть нфеколько 
поворачиваться, но при этомъ поворачивани ‘возникають вдоль края 
пластинки изгибающе моменты, пропорщопальвые углу поворота, До- 
пустимъ, что сторова пластипки у==0 (черт. 122) упруго задфлана. 
Тогда условя закр®илен!я по этому краю напишутся такъ 
9 9% 


СЯ 
дя =, 


# = 


при у = 


гдВ х— коэффищонть, характеравующй жесткость задёлки, 
Изь написаноыхь услойй находимъ между постоянными С’... С, 
общаго интеграла (4) так!я эависимости 


С бити км) 08 
1 За За 
б-р 08 

За, 


Фая У’вь разсматриваемомъ случа представится такъ 


м-в - . в 
У = А {08 — - р — 8 59. оу. В (вру — Рай). 


Ветавлял это въ прежщя наши услойя па свободном краф ила- 
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стинки, придемъь къ такимъ двумь ур-ямъ 
= 


А ((е05 ВВ + зей ав -н- 4358 6} + В (ввывр = вара) =0 @) 


А (— В зз1 ВЬ -- афзй оф -- дафей аЪ) -- В (Вз со Во -- Мей 1) =0 
Здфеь для сокращешя приняты тая обозначетя 


3 з з з 
т т а? -+. В 
О . В . 
+ Рая; з=а ба ВИ 


Полагая въ пашихь ур-]яхь х = со, или 4 = 0, придомъ иъ ур-Ёмъ 
для случая абсолютио задВланнаго края пластинки. Критическя папря- 
женя найдемъ, приравнивая нулю опредфнитель ур-й (п). 

Соотвзтствующия знолешя козффищента # въ общей ф-лВ (ш) будуть 
зависфть, конечно, отъ коэффищента жесткости задёлки х. Мы при- 
водимъ въ нижеслВдующей таблицв значеня # для случаевт, когда 
$ = 2 и *ф = 8. Мы видимъ, что съ уменыиошомъ коеффищюнта з2- 
дёлки умепьтаются значешя # и вызстй съ тёмъ увеличивается зпачен!е 
отношеня @:8, которому соотвфтетвуеть наименьшее #, Мы можемъ 
заключйть, что съ умепьшешемъ жесткости задёлки увеличивается длина 
твхь волпь, на которыя подраздВняотся весьма длинная пластинка при 
выпучиваши. | 


а о. ООО ео 
+= | :| вы | | 25 | 23 у ов | 2л | 30 | Иа 
1 И НЕ — 
=) о в] 1,01 ся оо | ы 0,90 | ся [ 
О ПОЗ ЗОН ООН 
. - 
6 =8 ия ва 16| || ы2| 48| 58 па 58] ве 
1 


Если построить ио.числамъ таблицы кривыя изнёнен! #, то можно 
изъ чертежа найти, что переходь оть одной полуволны къ двумъ, когда 
*$ = 2, происходить прамфрно при @:6 = 8,1, въ случа *б = 8, при 
9:0 = < 2,6, ` 

Покажемъ теперь на численномъ прим рф, какъ можеть быть прибли- 
зительно вычислояа величина х. Возьмемъ случай, представленный на 
чертеж (124), гдВ поворачивалю задфланнего края вертикальпаго листа 
препятствують горизоптальные листы и уголки, Обозпачныъ чероёъ С 
жесткость при кручоши этихь частей. Уголь закручивав!я ихъ, прихо- 
дящШсл па едииицу длины края пластинки, будеть очовидно равпяться 


9. 
920%’ 
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п соотвётствующий скручивающий моменть опредфлится изъ ф-лы 
ди 
ду. 

Приращеше этого момента по длипф края пластинки опредфляется 
величиной изгибающихь моментовъ, возникающихь по краю пластинки, 
Отсюда получаемь для опредвлешя жесткости задЪлки такое услов!е 
9 _ д 
РИ ( 

Принимая во вннмане прёнятое выражене (5) для в, пайдемь въ 
случа выпутиваия по одной полуволив 


9 п 0 
Вор = ба у 


Слдовательно, въ разематриваемомъ случав 


р 


Боли въ аапасъ прочности препобречь связью между горнаовтальвымя листами 
п довустить что каждый листр п комдый уголонъ пра кручен!и работаеть пеза» 
ппсимо, то при вычноловт С можно воспольвопатьой приближонными ф-ими '), 
которыя для вашого чиелонпаго примвро, при условш подраздфиен!я пластипит 
пв полуполны, для которыхь а:6=9, дають 

х6 = 2,5. 


Пользуясь числами таблицы для «6 з=8, найдлыт при отвощевин #:5=2, что 
312. Ольдовалельно ?), 


Фа 
нь. 112 


При вебхь этихь роиводахь мы продполигали рилпомфрное риспродьлевие снки- 
мающихь усил И. Ивогдь приходится пстрьчаться съ ливейпымъ закопом расире- 
дьленя отихь успя!Н по щиринЪ сжампемой пластинка, 

Напримрь, если слержепь, сфчешо которого’ иродотавлено на чоертелеь (124), 
язплетоя омютымт влемейтомъ мостового полов, то ль иомь, кромф розвомбриего 
сжоля будуть еще дЬйстповать и попряжевя от изгиба, получшющегося золфд- 
стве жесткого обедпнотл отдёльныхь зломонтовь мость въ увлихь. Если погибъ 
такр ропразвлевъ, что благодаря ому ‚увеличиваются сжимоыюлия нолряжен!я по 
овободвому крою пертянольшого листа, то это, копечно, будеть уменьшать устой- 
чипость листв. В протпепомь опучеф, устойчивость повышается. Допустомъ, что 
ворхи!Й продольный прай вортикельнаго листа опорть, тогда вщяве нагиба на 
устойчитость листа можеть быть учтено зломептарвымь путемъ, и приближенная 
ф-ль, соотвётотпующан ф-лВ @в) при равномбрномь ожыфи, вапишется такъ 


с. @48) 
Здьоь р;—оредвее зпачев!е сжимающего папряжёрил, получаемое дфленюмь 


Эксцевтрично приложевной сжимиющен силы ва площадь обчен!и листа, Чорезъ в 


= 1950 куеша, 


ь 
(РО, 27 роде (Фь - 0456 р 


5) Ом, Теор, Упр. Ч, 1, стр. 192. 
=) Привято в = 0,5. 
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обозначонь тоть оисцептриситет», оъ которымт, должна быть проложена слт- 
мающая писть сила, чтобы осуществить линейшоо наипритженное состолно, полу- 
чыющовея при однопременпомть дфЙотийт иагибь л снииия релчиттыпломаго опомоита, 
Положительный апакт ©, соотьтетнуоть возрастанйю ожимеющихь поиряженёй по 
свободному краю листа, 

Еслв нопряшевм проввойдуть величину (рП„,,› опрелёионвую пзи {ф-лы (946), 
то ото еще но аначитъ, это эломеитр разрушится, какт, то имТоРЪ мфото вт, случа 
пролольпаго нагиба сториния, Выпучится лишь портональиый писть п ео то уби- 
ще, ‘которое должно было бы иородаться на пого сворхь р’, рабиредйиитоя 
между болье устойчивыми частями разематрицаеких одлемонта. Горизоптальные 
листы и уголки окожутел при отомь поропвпряжюнинми. 

ТУ. Объ продольныя стороны пластинив абсолютно задьланы. 


Вь этомъ случай усломя на продольпыхь сторонахь запишутся такъ 


при у = Ои при и == 6. 


Такимъ жо точно путемъ, какъ и въ предыдущихь примфрахь, полу- 
чимъ для опредвлевя критическихь напряжешй трансцендентное ур-е 


(сов саб = — (= в — Вы гв) (= вы - : Е в) . 


Рядь значейй коэффишента Х, получоппыхь изъ этого ур-4я, призо- 


Мы видимъ, ито наименьшее зпаченю для # получается при 
а. 
$ 

Длинная пластинка съ задзланнымй продольными краями будеть при 
выпучиваши подравдВляться на полуволпы, длина которыхъ удовлотво- 
ряеть полученному неравенству. 

Везъ особыхь затруднен! можеть быть равомотрВиъ также рядъ дру- 
тихь сиесобовь закрёилешя продольныхь сторонъ сжатой плестинки, 
Нёкоторый практичесый явторесъ можеть имёть тоть случай, когда сво- 
бодный край пластинки для уволиченя устойчивости подерзпляють 0с0- 
бымъ продольнымъ уголкомь жесткости. Подобную пластинку, напри-^ 
м}ръ, предстевляеть вертикальный листь сжатаго таврового пояса моста, 
усиленный по ниву уголкомъ (черт, 125) '), Коли считать верх й край 


0.6 < < 0,7. 


1) Ившоторые примфры этозо роди равемотрёны въ работахи Ё. Чальшева. 
05. Ивог, Ив, Пут, Сообщ, 1914 т, п А. Маслова, Подробный табинцы для рао- 
чето подирёпляющего уголка (черт. 196) состашлепы Студ. И, И, П. 0..В, И. Рыь. 
Ом. Обориивь Ивот, И. П. 0. 1916 г. 
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вертикальпаго листа задёланнымь, то условя по продольнымъ сторонамъ 


папишутся такъ 
9 


-=0 прин у = 0 


9 = 


Я 
ди а дю Зе 
о =6 обе у 
ы при я == 4. 


Мы пренебрегаомъ при этомъ сопротивлешемъ подкр}- 
пляющаго уголка кручешю и принимавмъ въ расчеть его 
сопротивлеше изгибу. Черозъ № мы обозначаемъ жесткость 
уголка при изгибВ *) и черезь Т-сжимающую силу, 
приходащуюся па площадь поперечнаго сБчетя уголка. 

Черт 12.  Услове, паписаииое нами для края у == В, ` нвеколько 

| отличается оть того, что мы имфли раньшо [ем. ф-ла 
(212) $ 51], такъ какъ здёсь нами прицято во внимае вляне про- 
дольной “жимающей силы Т на изгибъ подкрзнляюзщаго уголка. 


$ 66. 0бъ устойчивости плабтинокъ, подрьлленныхь жесткнив 
ребрами, 


Вопрось объ устойчивости пластинокъ, подворгающихся дЪйствио 
уси въ ихъ срединпой плоскости, пробртаоть все большее практи- 
ч0ское значеяю въ связи съ увеличенемъ равыёровъ металлическихь 
сооружен и новытешемъ прочности матераловъ, которое позволяете 
переходить къ высшимъ нормамъ допускаемыхь напряже и, слВдова- 
тельно, къ меньшимь толщинамь примфняемыхь на практик олфаныхь 
и стальныхь листовъ. Въ видф примёра моло привести хотя бы воен- 
ное судостроеше. За послдие 30 лть водоизывшене крупныхъ броне- 
носдевъ измнилось съ 14000 1п до 80000 +л и ижь длина возрасла съ 
`380 футовь до 650 футовь, При этомъ толщины листовь обшивки и раз- 
стояше между подкрфпляющимв ребрами почти не иЪнялись. Это пока- 
зываеть насколько должны были возрасти напряжен!я въ листахь при 
работв корпуса судна, какъ балки, и насколько важнымьъ становится 
вопрось о надлежащемь подкрВилени атихь листовъ, обозпечивающемъ 
ихъ устойчивость, То же отпосится и къ листамь поперечныхь судо- 
выхь пореборокь, играющихь столь важную роль въ поперечной крь- 
поети. судна при постановк® его въ докъ. Еще болфе оетро стоить во-_ 


2) Прь вычноленйн лтой жесткости сийдуеть правять по впиман!е, что уголон», 


снявпень 5. п6оБмв широкимъ лнотомт, 
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проеъ объ устойчивости листовъ обшивки въ такихъ судахь, какъ мино- 
посцы, ГД толщины этихъ листовъ доводспы до мипимальныхь размЪровт. 

Тотъ же вопросъ объ обозпачени устойчивости листовъ падлежащими 
подкр8плешями мы встрёчаемъ въ высокихъ мостах со сплошной стЪп- 
кой. Толщина стВнки обыкиовенио мало мияотся съ высотой и надле- 
жащая устойчивость достигается ‘путомъ постаповки особыхь уголковъ 
жесткости. Для ифкоторыхъ случаевъ практика даетъ указашя отиоеи- 
тельно расположешя подкрвиляющихь реберъ и предфльшаго разотояшя 
можду этими ребрами *), по эти дапиыя весьма пе полны и ие заклю- 
чаютъ въ 66$ пикакихт указав относительно падлежащаго выбора 
жесткости подкрЪпляющихь роберъ. Нижо мы, пользуясь приближои- 
пымъ методомъ, осповаппымъ па разсмотрыши потепщельной эперйи 
системы, рышаемъ вопрось о выборй надлежащей жесткости подкрбиляю- 
щихъ реберъ въ пфкоторыхъ частых случаяхь *). 

1) Продольныя подкрипленя прямотольной пластинки сз опертьли 
краями, сотой вдоль одной изь сттороиь. Вопросъ объ устойчивости 
такой пластинки мы разсмотрфли выше (см. $ 60) съ достаточной полно- 
той и можемъ при пойощи приведенной таблицы вычислить въ каждомъ 
частпомъ случа соотвфтетвующуя критичесвя напряжен1а, Иногда эти па- 
пряжегя полутаются мепьшими допускаемыхъ и испыними тВхъ, которыя 
пластипка приняла бы па себя, какъ часть расчитываомой конструкции, 
при услови достаточной устойчивости. Выпучиваше пластипки но бу- 
деть, копечио, сопровождаться разрушешемъ всей"конструкци, по псе жо 
получится пожелательтоо явлеше. Та часть усимя, которая по нодостатку 
устойчивости не можетъ быть воспринята листомъ передается на боле 
жестыя части конструющи, служапия для листа коптуромъ, и эти части 
окавываютел перонапряжениыми, Мы можемъ достигнуть падлежащей 
устойчивости листа путемъ уволичевия его тоящипы, но это обыкновенио 
сопровождается зпачитольнымь увеличенемъ вфса. Поэтому является болфо 
ращональнымь, пе мфияя толщины листа, достигнуть пужной устойчи- 
вости при помощи дополпительныхь реберъ жесткости. Если пластицку 


1) Тавъ, наприывръ, въ повипомь оудострови!и рекомопдуется 0Ъ случаЪ про- 
польпаго ожел(я пластины подкрфплать во продольными робрами, разстояв(е между 
хоторыми ло доджпо быть болфо 80 тоящилт, листе (ем, Ночевега, Зы‘ иовига] Чо 
о чата ра, Поров (1040 г.). То вв заыфчел!е относится и въ длянпымь пластип- 
комъ, иопытырающимь едвигь. Для подирфиненя зертикальной отВими мбетовъ по 
правилу Аменово ВаЙуву Еовшеомок Азаосаон требуетоя поотвповка вортп- 
кальныхь уголковь жестиооти с равотоянемъ пв большонь 60 толщин с\фахи. 
Ощатый лноть от одиныь озободным» ирьоиъ по доишонь вибль пирпну большу 
40 толщинъ. 

- 2) См. ношу работу: «Объ устойчивости  плаотинокть подир® пленныхь жестиими 
ребрами». 06. Инст, Инш, Пут, бообщ. ЦЕЖХИХ (1916 г.). 
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(черт. 126) оставить безь подкрёплешй, то при @<8У9, зиачешя 
(р,)„. пайдутся изъ ф-лы (233'). Пользуясь прежнимъ обозпаченюмъ 
&:6 = В, перспитемъ эту ф-лу тежъ 
в 
Срд ИУ... 6) 
При большой длннЪ пластинка при р риши подраздзляется на 
полуволпы, число которыхъ пайдется при помощи неравенства ({) [$ 60], 
Въ такомъ случа въ ф-лВ (а), число В будсть обозначать отнотене 
длины волны къ тиринВ пластнпки, Если пластинку подкрфиить а6со- 
х лютно жесткимъ продохьнымь ребромъ, дф- 
лящимъ ширину пластинки пополамъ, то 
я жесткость пластинки возрастогь, такъ какъ 
вдвое уменьшится расчетная ширина, Вь 
случа большой длины пхастинки напряже- 
ны (р,)„. возрастуть при этомъ примфрпо 
въ четыре раза. При расположени двухъ 
равноудаленныхь реберъ мы умоившаомъ рас- 
четную ширину въ три раза и получаемъ дальнфйшее увеличение ($,)но. 
Такимъ образомт, мы всегда можемъь подобрать падлежашее разстояню 
между ребрами, при когоромъ (р,)„‚. будетъ получаться не меньтимъ, чфиъ 
предфлъ текучести матерала, и, сифдовательно, пластинка можеть быть 
использована полностью при передач» сжимающихъ усилий, Для выяеношя 
той жесткости, которую долхиы нибть подкриляющя ребра, чтобы ихъ _ 
можно было считать абсолютно жесткими, воспользуемся  прежпимъ 
приемомъ, который иы иримфняли для неподкрфилоиной пластинки, Пусть 
произошло выпучиваню пластинки и подкрФиляющихь реборь по 


поверхности. 
ита Пт 
„=У Ул." вы. уе. › 6) 


1 в 


Соотвфтетвующая энермя изгиба для пластинки представится такъ 


ууу „(7 +) ......9 


в ВЕ 
Для продольнаго подкрёпляющаго ребра, имфющаго экесткость В; и 
расположениаго въ разстоящи с, оть края пластинки у == 0, энормя 
изгиба напишется такъ 


Заре. 126, 


. 
ЕЕ Уи (дызи те дв АН... 


и=1 
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Для работы усий Р‚, сжимающихь пластинку, получаемъ 


и... 


и н=1 


Если черезь Р/ обозначимь сжимающую силу въ разсматриваемомъ 
подкрфпляющемъ робрф, то соотвфтетвующая работа прп выпучивант 
этого ребра папишется такъ 


“ с 
_Р, 9% том ‚Те, .› 2%; 
Г (=). == #5 1? (4. в Е - Л: г. 


и 


Услов!в, изь котораго можотъ быть найдопо значеше критпчоскаго 
напряжешя, пПапишотся такъ — 


РУ, -У 


Подставляя сюда выражешя (<),...(Р) и пользуясь обозиаче- 
шямп 


В, —.. № —_ В ь 
. о вещ =“ 
опредфляющими отноненя жосткости и площади поперсчпаго сфчоня 
ребра къ жесткости и сфаенио пластипки, получи 


х © 


№ а „ини =2У т 5 18 "( 


1 шть 


в =, в 


„и 


--4 |на 988 и. .) 


-..) 


Теперь остаотся подобрать коэффищенты А„, такъ, чтобы получол- 
ное для у, выражепю имфло эначошо шила. Приравпивая пулю про- 
изводиыя отъ этого пыраженя по каждому изъ коэффищентовъ и при- 
нимал во впимате услове (9), прилемъ къ систомф липейпыхъ одно- 
родныхь ур-Ёй такого вида 


155 Вир 
м. (инт -2 У 1:5т = т ‘(^ тб Ади ай -- -.) 


> у а А -н9 У, ‚у зи (4 1 38 = = Ао эт 


+ зы 


. (№) 


, . 2, __ 
лы «..} 0 


р [из д.2 Уват и (4. Ри 
1 
Приравнивая нулю опредфлитель этихъ ур-1, получаемъ услове для 
опредфлевя (р). у 
0. п, Тимошошко, 3 
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Возьмемь, напримфръ, случай одного подкрфиляющаго ребра, дфля- 
щато ширину пластинки пополамъ. Совершенно также, какъ это мы дф- 
лали въ случав неподкрфиленной пластипки, молепо и здфсь ограничиться 
разсмотрЬшемъ выпучивашя нластинки по одной нолуволнф. Полагая 


в = 1 и принимая во впиман!е, что Е <, представимъь ур-]я (1) въ 


тажомъ видф ‘) 


ПН Анна, Р-НА} 
а АРУ 4, — 214, =0 


‚ (К) 


ь (1-9) 9 (ААА. [98 АНА. 


ы У 16 —б р, = 0 

^ Занфтимь, что ур-я четнаго порядка будуть заключать лишь по 
одному коэффищенту А„. Соотвфтетвующя имъ значешя р; — предста- 
вляють собой тё сжимающя напряжешя, при которыхъ искривленная 
форма, пластинки имфеть подкрфиляющее ребро своей узловой лин!ей. 
Чтобы оцфпить влляню жесткости ребра, обратимся къ ур-ямъ нечет- 
наго порядка системы (#). Сохраняя лишь первый коэффищенть 4, и 
полагая остальные равными нулю, получимъ изъ первато ур-я такое 
приближенное значек для критическихь напряженй 


, ОР. мт 
(ран, == 2 Ра - 25) (247) 
Въ случа длипныхь пластинокъ (8>2) это первое приближене, 
хакъ поразали болфе подробныя вычислешя, даеть для критическихь 
папряжеюй вполнф удовлетворительные результаты, и мы имъ пользова- 
лись при составлеши приводимой ниже таблицы [ТХ]. Для короткахь 
пластинокь необходимо вычислене дальнфишихь приближон. Второе 
приближен!е мы получимъ, если въ систем (#) возьмемъь нервов и третье 
урЧя, сохрапивь козффищенты А. и А, Приравнивая нулю опредфли- 
тель этихь ур-Й, придемъ къ такому ур-шо для величины #, обозначаю- 
щей, какъ и прежде, отпошешо 
(Фо. — (Фо РВ 
ПР бт 

(ре (1-н 48) — #8? [(1-= 28) (е-+ 8) — 87] -+ аа? =0. () 


1) Первый вначекъ у коэбфищентов» А„„ олуокаем». 
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ЗдЬсь для краткости вводены тая обозначошя 
е=@- и) +21; 4= (14-9 + 21 


Ур-емъ (1) мы пользовались при вычислеии # для болфо короткнхъ 
пластииокь (8 < 2). Разыекае третьяго приближегя для (р,)„. при- 
водить къ рёшенно кубичоскаго ур-+я. Произведенныя вычисястя по- 
казали весьма малую расходимость между вторымъ и третьимъ прибли- 
жоншомъ, что позволлеть при расчстахь ограпичиваться вторыиъ нрибли- 
жешомъ, Рядь значешй №, вычисленпыхь для различныхь р, ти 8 мы 
проводимь въ пижеслдующей таблиль [1Х]. Мы видимъ, что каждому 
значению 1 и 8 соотвфтетвуеть особое зпачоше |, при которомъ № по- 
лучается наимоньнимъ. Это показываеть, чт длиниая пластинка, под- 
крплеппая ребромъ, будеть при выпучиваи подразд®ляться па радъ 
полуволиъ. Длина этихъ полуволпь будеть получаться тёмъ большой, 
чЁфагь жестче подкрфиляющео ребро. Если вать первоо приближенс (247), 
то легко показать, что наимепышаго значешя # достигаеть при 


в 
Пользуясь этой ]-ой, можно выяепить днину волнъ, на котерыл нод- 


раздфняется весьма длинная пластика при выпучиван. 

1) При помощи забанцы ([Х) мы можомь их каждомъ честломл случа По- 
добрелт. надложащую шосткость подкрилиющаго робро. Вх качостив примёре 
разсмотримь пластиику, для которой 

а=120 вш., 6=200 с. В=1А ст. Е 


13а, таком» опучав 


2. 10° Кики, 1 


ОВ уют; 0% ==108 В Вот. 


При отоутенуи подирфилошН мы получныь на основаши ф-иы (а) 
Я 
(Рон. =. 086 2509 Кули. 


Нанбольшео критичоское панряжошо, которо можеть быть получено прп ио- 
мощи продольнаго нодириилящаго робра, падотон па той эко {-лы (а), оли вл, 
460 вставить зыфото $ поличииу 0,56. Тикимъ образомтъ пайдемч, 

ар 2 а, 
д.4. ‚ТД 187 Мо, 

Шолн мы въ качестив подкр6пялющего ребра возьмомъ пшоллорф № 8 то 
принимая зо_вииман!о оклопынин!е поки шволлера оъ шировиыв листом, молиго 
арн вычнолеши эжосткости робра валять момонти пиерщи шзеллера относительно 
оби, ложещей пьъ плоскости соприкасв!я шаолхера съ лиотомъ. Въ такомъ случеь 

в= Вам --119.@®) ЕВЕ в. сш? 


В 
1ЕррЕ ов: 8 =008. 


и мы имфемт 


Ма ооновани чисоль таблицы ваключаемь, что при нышемь соотношони 
можду сторонами плаотинии (В = 01), выбранный зиволлеръ будеть играть роль 
абеолютпо ибеткато ребра. 

28" 


0,8 
1,0 
12 
14 
1,6 
1,8 
2,0 


22’ 


24 


2,6° 


2,8 
3.0 
32 
3,6 


4,0 


г 


14,6 

111 
9,06 
7.91 
7,38 
7,19 
7,99 
758 
8,06 
8,50 
7,91 
7.62 
7,38 
719 
729 


ТАБЛИЦА 1х. 


| 165 


16,8 
16.0 
16,5 
16,1 
16,1 
147 
13.4 
127 
12,4 
124 
12.6 
13,0 
13,5 
14.7 
13,4 


165 
16,8 
16.0 
165 
16,1 
144 
12,6 
116 
10,9 
10,6 
10,6 
108 
111 
11,6 
12,6 
11,6 
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2) Поли бы мы псе оставили безъ помбнешн, по упеличили толщину пла- 
стинкй до 2 сш. то имёли бы 


р, = 201 Вуопй; Ь-148 № №. о? 


При отеутств:и подкрёиляющего робра мы получили бы 
(„= 1033 куезой 
Подирёпляя пластинку злнеллоромь № 8, найдоиь 


304 


Т=8=205 802008 


п лвъ ур-м { получпыъ й 
=ив, 


сльдоватольно, 
(вон. 252976 Вой, 


3) Равсмотрямъ топорь пяастияку здвоо большей длины» 
&=210 от. 8=00 сш, ®=1А сш. 2==82. 10° сш; 1— 009 

Изъ таблицы зидимъ, что при отомъ соотпошод и можду сторонами пластин 
{8=12) воллчиле у для обвзпечони абсолютной жеохеости ребра долина бить 
больше 10. Возьмомь въ качоствь подирпляющаго робра шяеллерь № 10, Въ 
токомъ случов 

В == (218 +139. 26) #=500. Я В. см; 1=110; 8=0,05 
ур+ю ) даеть намъ 
#=164, (рр. = 1818 Вусни. 

Подобнымь же образомъ можоть быть рфшена задача о подкрпле- 
яхь въ случаф двухь реберъ, дВлящихь ширину пластинки на три рав- 
пыя части. Въ качествв перваго приближоня мы получинъ ф-лу 

зла 
а +31 
еее (м 
(Фо. = р ТУ 85 . (1) 
Насколько значошй коэффищента # мы приводамь въ пижослёдую- 


щей таблида Х 
ТАБЛИЦА. Х. 


— 
5 1 5 


<= 
ь 
з 
5 


8=005 | &=0,;1 | 8=0/06 | 8==0, | 8=0,05 | 8=0;1 | 80,05 8=01 


288 | эы | 34 | 832 364 | 364 364 


169 | 160 | 288 | 207 204 | 268 372 | за 


1 -Р юл | 188 | 145 | 206 | 182 287 | 258 
91 | 851 | 126 | из 55 | 188 214 | 190 
832 | 106 | 105 9,32 | 122 | из 112 | 152 


лло | ва | 940 | 851 | 1 982 | 145 | 128 
тбл | 641 885 | 188 | 102 | 90| 19 | м 
те | 618 | 80 | 1,09 918 | 86 | 19 | 108 
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При помощи ф-лы (т) логко установить длипу тёхъ полуволиъ, па 
которыя подраздфляется весьма длизная пластинка при выпучинани, и. 
можно приблизительно ощфпить ту жесткость, которую пужно придать 
подкрвиляющимь ребрамъ, чтобы ямёть право считать ихъ абеолютно 
жесткими. 

ели число равноудалеппыхь продольныхь роберъ больше двухъ, 
то для вычислен!я иерваго приближешя получимъ изъ ур-фй (7) такую 


формулу 


Возьмомт, напримьра, плистопиу еъ тавиыи размфрами 
а=1100 сш, &=560 сш, #=816 от. 32, 10° Буша, 1.009, 


Вычполимт величилу (2;)„, прп пеличюссти пяти разиоуделонныхь роберт, 
для которыхь пифются тая дапныя 


В=. 0 В. ап? у=16; 6 =000. 


Вотапляя это въ ф-лу (248), найдена, 
(РО. =2080 Кусшя, 
11. Потедечныя подкръплемя прямоуюльной пластинки сз отер- 
яыми кравми, сжатой вдоль одной изв стороне (чорт. 127). 
Поступая такъ же, какъ это мы дфлали выше при наличности про- 
дольныхъ реберъ, придемъ къ систом® линейшихь ур-Й вида ') 


[ 


„Аи (ий У 21,88 3 ит ( А, за =й = А, т пт 


волиъ, Число ихъ будоть зависфть отъ 
отношешя В и отъ жесткости подкрёпляю- 
щихъ реберъ. 
Чорт. 197. 1) Есля ребра обладаютъ одинаковой 
- малой жесткостью и распредфлены на- 
столько густо, что на каждую полуволпу выпучившейся нластинки при- 


— Ра в 
Ну 4 ее. (5) 
х . . 
1 ] | ГЕ Здвсь ти В имфють прежея зпачешя, 
в т и зи Въ паправлеши оси 2 сжатая пластинка, 
“4 | | | |-- можеть подраздёлиться на пвеколько полу- 
ГОО И ЗОО 
6 | 


< 


3) Вдъсв при козффищюртахь А„»„ опускаомтъ значект в, т. в. при попоречныхь 
подкраплев!яхи нпимольшео впален!0 р, ооотвЬтотвуеть тому олучаю, когда вы- 
иучизшаноя пластлвка пъ поперочпомт напразлог!ш имфеть одву полуволну, 
Олфдоватёльно, в веэдЬ разно едниниь нмы этот вдачекь можемъ опустить. * 


— 359 — 


ходится ифсколько ивогнувшихся реберъ, то въ безконечныхь рядахъ, 
входящихь въ ур-1я $, можно сохрапить лишь члень съ кооффищентомъ 
А». Тогда для критическихь вапряжен!й получавмь ф-лу 


ды в. ЕЕ. ие. (249) 


Здсь г обозначаеть число поперечцыхь реберъ, % — число полу- 
волнъ, котороо должпо быть подобрапо такъ, чтобы наша ф-ла давала 
для 0, наименьшее впачене. 

2) Если пластинка подкрфилена одпииъ поперечным ребромъ, нод- 
раздляющимъ длипу пластипки пополамтъ, то изъ перваго ур-я системы 
($) получавит въ качеств перваго приближеня 


в 4... (250) 


Разсматривая первое и третье ур-Ёя системы ($), мы получимъ для 
(р,)»». второе приближене, обыкновенно мало отличающееся отъ перваго. 
Это показываеть, что вычисленю дальш6йшихь приближенй излишне, 
Пользуясь вторымь приближещемъ, ножемъ для различныхь соотпошенй 
между сторопажи пластинки установить т наяменьшя значеня 1, при 
которыхъ подкрВиляющее ребро можно считать абсолютно жесткимъ. НЁ- 
сколько соотв тетвующихъ чисель приводимъ въ нижеслдующей таблиц 


| ОБ | ов | ол | 08 09 10 | 12 | ъи 


=| 126 [в | 439 [2 | 182 | 126 [м о 


3) Подобнымъ жо образомъ можеть быть разрёшенъ вопросъ о под- 
крфилови пластипки тремя равноудалопными поперечными ребрами оди- 


наковой жесткости, 
Нфоколько зпачен!й для 7, при которыхъ подкрёпляющя ребра на- 
чинають играть роль абсолютно жестёихь подкрёпленй, мы даемъ въ 


таблиц» 


—- 
12 | 
ПТ. Подвритаеня змастинни, попытывающей чистый сдвиг. 


Равсмотримъ случай длинной прямоугольной пластинки, Шсли сдви- 
тающуя иапряжен!я превзойдуть критическое значеше (243), то пла- 
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стипка выпучится и при этомъ подраздфлится на рядъ полуволиъ (черт. 128). 
Мы можомъ повысить устойчивость пластинки введонемъ дополнитель- 
ныхь иодкрёилешй, НаиболВо дфйствительнымь является расположение 
подкрфпляющихь реберь ло направлеиямь пзибольтихь сжимающихь 
напряже въ иластинкЪ. Въ пфкоторыхъ случаяхь такое расположене 
является но совсфыь удобпымъь по конструктивнымъ соображешямъ и 
приходится усиливать пластипку ребрами, параллельными одной изъ ея 
х сторонъ, Иели расположить ребра 
паралиельно продольной сторонЪ, то 
для вычисления критическихь напря- 
жений можно воспользоваться прибли- 
женнымь пруемомъ, который мы при- 
ивнили для получоня р8шевя (242) 
. въ случаВ неподкрВилепной длипной 
пластинки ($ 63). Нрисоединля къ энерми изгиба пластинки энерго 
изгиба подкрфпляющихъ реберъ, и виВсто ф-лы (242) такую 


(рн. = и + и +1} ... 0 


Вер обозпаченя здесь оставлоны прежними. Новая воличина 1,, по- 
шедшая въ эту ф-лу, имВоть такое зпачен!е 


` 
а тб 
У 2 Вт 
# 


1, = о _ з 
гдв В, жесткость ребра $, с; —разстояне `того же ребра оть оси х. 
Для каждаго значешя 1, нужно подобрать тв значейя аи $, при ко- 
торыхь ф-ла (К) даеть наименьшов эначошШо 2, Это критическое 
зналоне касательныхь налраженй можеть быть представлено прежней 
фр-лой 
р). = Вр. 
Зпачен!я коэффищента # приводимъ въ нижеслдующей таблиць 


|= 20 [= | в | ю | 5 | ® | 


=| 658 | 1л0 | 867 | 98 [252 


УЧерт. 198. 


= 6 


104 | №8 


ил | ия 


м | р 


Возьмемь такой численный примВръ. Стольной плисть шириной 
$ — 180 см. и толщиной 1 см, подкрфнлонъ тремя равноудаленными швел- 
лерами № 8, Въ втомь случа ` ь 


2, == 62 м/и; 06 == 16; 1; == 0280 
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Изь таблицы находимь 
в= ИА, 
слздовательно, 
{р/)». = 4.62 = 707 КУст, 

Уволичивъ толщину листа до 1,2 ет, получийъ 

$’, == 89,3 К/ет?; у: == <> 46; # = 10,2; (р). = 91 сни, 

Если длина и ширина пластипки одного порядка, то для выясленя 
пужной жесткости подкрёпляющихь реберъ слЁдуетъ обратиться къ тому 


общему методу, когорымъ мы пользовались при изслфдованши попод- 
кр®плопной пластинки, находящейся въ условяхъ чистаго сдвига ($ 63). 


ГЛАВА УП. 


Малыя деформащи и устойчивость тонкихъ 
оболочекъ. 


$ 67 Овновлыя допущеня. 


Оболочками будемъ называть тоныя пластипки, имющя въ свовмъ 
естественномъ состольт, криволинейную поверхность, 

Толщину оболочекъ будемъ предполагать постоянной и обозначимь 
ее черезъ #. Поверхность, дАлящую толщину оболочки пополамъ, пазо- 
вемъ срединной новертностью. При иволфдовани изгиба тонкой оболочки 

будемъ исходить изъ допущешя, 

которымъ мы уже пользовались въ 
х твори плоскихь нластинокъ. 

Мы будемъ предполагать, что, 
при изгиб линейные элементы, 
вормальные къ срединной поверх- 
ности до деформащи, остаются пря- 
мыки и располагаются нормально 
къ деформированной срединной по- 
верхности '). 

"Чорт. 199. Равемотримъ предварительно та- 

кой простВёший случай. Бевколечно 

малый элемопть 4ВОЛ (черт. 129), вырфзанпый ивъ оболочки главными 
нормальными сфчешями, деформируется такъ, что соотвётствующИй эле- 
менть серединной поверхности пе испытываеть растяжетй, Боковыя 
грани остаются нлоскими и лишь поворачиваются относительно линй 
леросвчетя ихъ съ срединлой поверхностью. Пусть В, В,-главные рз- 
дусы кривизны серединной поворхости до деформащи и В, В’, —с0- 
отвтствующя ихъ величины посл? деформащи. ИмВя зпачевя главныхъ 


—— , 
1) Гипотева эта ооотвЪтстпуоть гипотозв плосвихь очей въ теор ивгиба 
кривыхъ отеринен. Мы зидёия [твор, упр. ч, [ отр, 118], что для тонкихь стер ` 
ной эта` предполошев!е приводать къ веовма точиымъ реаультьтамт, 
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радусовъ кривизны послф деформаци, легко пайдемь доформащи въ лю- 
бой точкВ выдвлениого элемепта. Беремь начало координать ка сере- 
динной поверхности и координатпыя оси нанравляемь по касательнымь 
къ главнымъ кормальнымъ сбченямъ этой поверхности. Ось 2 паправляемъ 
такъ, чтобы получить право-винтовую координатную систему (2, у, 2). 

Выдфлимь изъ пашего элемента безконечно тоный слой, параллель- 
ный серединной поверхности и отстоящй оть нея на разстояше 2. 
Удлиненя е., и е„ этого слол легко могуть быть найдены изъ геоме- 
трическихь соображешй. Разм®рь выдфлеппаго слоя въ направлени оси 
= до доформащи равенъ (черт, 129) 


Е 
4, (. — #) : 


Посл» деформмхи тоть же размЪръ, при не измёнившейся длин 05, 
представится такъ 


Сльдоватольно, отпосительное удлипеше въ направлеши осн 2, бу- 
доть равпо 


= (1-я) 
и =— [2 В В, 


Какихъь либо сдвиговъ въ плоскости выдфлепнаго тонкаго слол, при 
сдЪланныхь предположеняхь относительно общей деформащи элемента 
АВОСЬ, очевидно не будеть. 

Мы можемъ ифсколько обобщить наши ф-лы, наложавъ иа раз- 
смотрфнную деформацио эломоита АВСР растяжовя сорединпой поверх-. 
пости.е, и в, по направлемямь 2 и у. 

При этихь растяжешяхъ будемъ предполагать грани элемента норе- 
мёщающимися параллельно самимъ себф. 

Въ этомъ случа отпосительноо удлипеню слоя ти, какъ видно изъ 
чертежа (130), представител такъ 


ов [Е г ] 
к ва) 
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Мы въ дальпёйшемъ будемъ разсматривать лишь случай тонкихъ 
оболочек, когда # мало по сравненно съ В, и В, Поэтому въ на- 
шихъ формулахь зеличинами Е можно будсть пренебрегать по 
сравнению съ единицей ‘) и писать выражен!я для удлиненй въ та- 


хомъ виДЬ 


Величины х,‚ и х, будемъ называть измненями привизим. 
Препобрегая непряжошями Я, *), мы по найденнымь растаженямь 
в. ие, сейчась же получаемъ ф-лы для наиряжешй 


[ен ве, — & (м, -н а*,]] 


... (252) 


8 
тя [е 5 96, — & (х, + с*,)] 


Соотвётствуюруя этимъ напряжешямь усилёя, дфиствующуя по гра- 
нямъ элемента АВСП, можно для каждой 
грани привести къ одной сил», приложенной 
въ центрё тяжести грани *) и къ пар®. Оилу 
и линейный моменть пары разлагаемъ па ©0- 
ставляющя по направяешю нормали къ сере- 
динной поверхности и по касательпымъ къ с0- 
отвЁтствующимь тлавнымъ нормальнымъ .свче- 
щямъ серединной поверхности. Величины этихъ 
составляющихь, отнесенныя къ единиц длины 
сфчешя сврединной поверхности, будемъ назы- 
вать такими жо буквами, какъ ‘это было при- 
нато при изслвдовани ивгиба пластинокь, Тогда мы получимь для 


А 


1) Анавогичпов допумете дфязотся въ случаф иволёдован!я изгиба крипыхъ 
сторжней, у воторыжъ поперочныо равмфры малы по оравиенио оъ ращуоомъ кри- 
зизны. При этомъ допущен типотооа плоснихь озчон приводить къ линеНному 
закону раоиредьлоны пориольвыхь напряжешй по офчевшо оторяпя, 

=) Точное раеше задачи въ случь ивгибь кривыхт брусьовъ [Теор. Упр. ч. Е, 
отр. 18] даеть иёвоторыя оснопазия считать напряжовя 2, во0ъма малыми. 

. 8) Ч. в. $ наоъ в мало но оравненцо @ъ ‘рад1усами  кривианы, то`въ дальньй- 
шемтъ будем. принималь гранн олемопть АВОСЬ эк прямоугольники, Ихъ центры 
зящести будуть ложить, олфдовьтельно, ив серединной поверхности, 


Чорт. 130. 
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растягивающихь убплЁ тая выраженя 


а 
т 


ЕЙ 
Г Х. 4 = та (в, -- ве.) 


м, = | 8 Х, 48 = — 0 (и -ноя,) 
В .,.. (254) 


м, = | ау, = — Ры, + ож) 


ЗдЪсь величина 7) представляоть жесткость оболочки при изгиб. 
Величипа эта, какъ и въ случаф пластипокъ, предетаплястся ф-ой 


8 
ва’ 


Такимъ образомъ принятый пами простёйшй случай деформаци 
элемента АВОР можеть быть осуществлепь путемъ приложеня по гра- 
нямъ элемента только нормальпыхь напражени, приводящихся къ растя- 
СИВЗЮЩИМЪ усилямъ интенсивности т, и Т, и к изгибающимъ момен- 
твмъ иптенсивносги М, и М,. 

Волфе обруй видъ деформаци эломерта АВОЛ мы получимъ, всли 
по гранямъ его приложимъ Кром ‘нормальныхь усил, найденных 
выше, еще и касательпыя усищя. Въ такомь случав напряжешя но 
грапи съ нормалью 2, кромф нормальной составляющей Х., будуть имть 
еще и касвтельныя составляющия У, и 2.. Также точно для грапой съ 
нормалью у будемъ имёть кдсательныя напражещя Х, и 2,. Ооотвт- 
ственно етому получимъ касательныя усиля, дяя которыхь сохранимъ 
ТВ же обозначения, которыми мы пользовались въ случаВ пластинокъ. 
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Такимъ образомъ будемъ имфть 


... (255) 


„1 
5, = ха 
-} 


Касательныя напряжешя дадуть намъ крутлийе моменты Е; и Н,, 
которые представятся такими ф-ами ‘) 


Установимъ связь между этими крутящими моментами и дефор- 
мащей оболочки, какъ это мы сдфлали для изгибающихь моментовъ 
(ф-ла 254), 

Подъ дЪйствюмъ моментовь В, и Н» равныхъ по абсолютному зна- 
ченю, но противоположныхь по знаку, элементь АВСР будетъ испы- 

тывать два одинаковыхь кручев!я вокругь 

тр 0с0й < и у. Благодаря первому крученио . 

.—_з Грани съ нормалями х поворотятел одна, 

относительно другой вокругь оси 2 па 

уголь т48,. Велфдстые второго крузейя 

грани съ нормалями у поворотятся одна 

относительно другой на 1 48,. Черезь т мы 

ы обозпачили здЪсь одинаковую для обоихъ 

направленй величилу кручешя, Благодаря 

атимъ кручешямъ, безконечно тоный слой, 

орт, 181. выдфленпый изъ элемента 4В8С.Р(чорт.129) 

и отстояшИЙ оть срединной поворхности 

На разстояне #, получить сдвигъ, величина котораго легко находится 

изъ геомстритоскихъ соображенй. На чертеж (181) жира представляеть 
въ планф выдфленпый изъ олемопта АВСР безкопечно толкйй слой. 

Благодаря двумъ кручешямъ, онъ получить въ планф форму ромба 
т‚рт.. Уменьшеше первоначально прямого угла ра, предстазляю- 
щее искомый сдвигъ, будеть равно—2т2 и соотвфтствующее сдвигаю- 


$) Для крутящихь моментовъ взяты яопрьвлев!я, протявоположныя тфыЪ, ко- 
торыми мы полъвовались ть пявотинкахт, 
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тое напряжеше представится такь 


Чтобы составить полпую деформацио выдБлопваго пами изъ обо- 
лочки элемопта, остается раземотрть тоть едвигь въ сородинной позерх- 
пости, который является слфдстиемъ дйстйя усишй 5, и 5,. Называя 
черозъ & величипу этого сдвига, можемъ написать 


в, = ВА 


5. 55° -. 


(:... (988) 


Такимъ’ образомъ при сдёланномъ нами основномъ допущени отно- 
сительно доформащи оболочки, соотвфтствующемъ гипотез плоскихъ 
сфченй въ теорёи изгиба стержней, деформащя выдзлоннаго изъ 0бо- 
лочки элемента опредфлится тремя величипами 8, и, характери- 
зующими искаженя въ серединной поверхности и тремя элемептами 
Ж, % и т, зависящими отъ изгиба середиппой поверхиости. Веё шесть 
величинъ 6;,, , .т, какъ мы дальше увидимъ, могутъ быть въ каждомъ 
частномъ случаВ выражепы чорезъ перемфщешя, которыя совершають 
точки сорединной поверхности при деформащи оболочки. 

Потонщальная энерг1я, накопляемая въ элемептв оболочки при до- 
формащи, иожотъ быть представлена въ видЪ двухъ слагавмыхь: Одного, 
соотвфтствующаго растяженямъ и сдвигу въ серодинной поверхности, и 
другого, зависящаго отъ изгиба серединпой поверхности и опредфляе- 
маго величинами х,, х, и т, 

Первая часть потеншальной энорми оболочки, отнесенная къ еди- 
ницВ поверхности, предотавится такъ 


= (Ти, + Тв, + 8,5) 


Всетавляя вм№сто Т,, Т, и 5, ихъ значешя (253) и (268), получимъ 


У, = ва” 5 (@. - в}? —2(1— в) ( в, 2“ 


. (259) 


Для потенщальной энерги изгиба 7, будемъ имфть выражеше та- 
Кого же вида, какь и въ случаВ изгиба пластипокь (ф-ла 208). 
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Слдовательно, 


7, = Ре (Ев) (и — т]... (60) 


Примфним» теперь полученныя нами общ ф-лы къ рёшеино п%- 
сколькихъ простйшихь задачь по расчету тонкихъ оболочокъ. 


$ 68. Плоская деформащя трубожъ поетоланаго поперечнаго сфченя. 


Когда па трубку постояпнаго сЪченя со свободными концами дЬй- 
ствують силы, величина и расположене которыхь по длин трубки пс 
ыфняетсл, то вопросъ о деформащи трубки р®шается весьма просто, 
Вь этомъ случа каждое элементарное кольцо, выр®занное изъ трубки 
двумя нормальными поперечными с}чо- 
шями и достаточно удаленное оть коп- 
цовъ, будеть испытывать одну и ту де 
деформацио, Вопросъ о расчет хонкой 
оболочки сводится тацимъ образомь къ 
изслвдованио изгиба кольца, что можеть 
быть всегда выполнено съ достаточной 
для практики точностью элемептарпымь 
путемъ. Если трубка представляоть со- 

^ Черт. 132, бой круглый топкостённый цилиндрь, то 

мы моломъ при расчет воспользоваться 

результатами, полученными выше ($$ 17, 18) для кругового кольца. 

Выдьляя изъ такой трубки элемонтарное кольцо шириной въ 1 ет. и 

обозпачая черезь м рамальиыя перомфщешя точекъ кольца по папра- 

вленно къ центру и черезь 2 жесткость оболочки при ивгибф, получимъ 
для искривленной оси кольца такое дифферепщальное ур-1ю 


Оно отличается оть того, что‘мы имфли раньше для кольца (ф-ла 88!) 
лишь величиной жесткостй.. Вмфето жесткости кольца 2 ‘нужно по- 
ставить косткость оболочки Р. 

Послф этой аамфвы мы можемъ воспользоваться везми прожиими 
результатами. \ 

Большой практичесвй интересъ представляоть вопроеъ объ. устой- 
чивости цилиндрической трубки, подвергающейся дВйствНо равномфрнаго 
яормальнаго давленя, оли это давлене превзойдеть опредвленное зна: 
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чеше, круговая цилиндрическая форма равиовфс!я перестаоть быть устой- 
чирой, цилипдрь свлющиваегся. 

Чтобы исключить вопросъ о вмящи закрфилешя копцовъ на устой- 
чилость трубки, мы здЪсь будомъ предполагать, что длипа трубки весьма 
велика по сравпепю съ свя даметромъ. Тогда части трубки, улалениыя 
оть коицовъ, будуть находиться въ услошяхь, которыя мы здесь припи- 
‘маомъ, и вопросъ объ устойчивости трубки сводится къ вопросу устой- 
чивости элемоптарнаго кольца. Величина критическихь давлешй па 
трубку найдется по известной ф-лё (132) 


..., 08) 


Произведопные опыты показали *), что‘при достаточной дли! трубки, 
ф-ла (261) даеть внолн%. удовлетворительные резульгаты, осли только 
сжимаюцця напряжешя, соотвтетвующия 4„„, пс превосходять продфяа 
упругости маторуали. 

Въ противиомъ случаВ ф-ла (261) будеть давать, очевидпо, проувс- 
личецныя значоня для критическихь давлешй. Мы можемь расширить 
примфтоне нашей ф-лы, соли только условимея за’ продлами упру- 
тости вмфото постоянной величины № ставить ифкоторую переизнную 
воличину Е’, которая можеть быть вычислена па оспорати иродвари- 
тольныхь опытовь на сжаме за продфдомъ упругости. При этомъ мы 
можемъ воспользоваться той ф-ой, которую примёнлють при изслдова- 
ни продольнаго изгиба призматическихь стержией прамоугольнаго сфче- 
шя и положить *) 


4 0... (262 
„РБ -УуЕ (89) 


здВеь Я--модуль упругости матерала, Ё,--перемВиная величина, пред- 
ставляющая для каждаго эпачешя скимающаго напряжешя р величипу 
отношеня безконечно малаго приращоя:я этого изпряжешя къ нрира- 
щенио соотатстующаго относительпаго сжат!я. Произведонныя па оспо- 
ваши этихъ соображенй вычисленя *) дали для критических давловй 
зпаченя, близыя къ результатамъ опытолъ. 


1) См. А. Р. Оагшал, Озитогы ву, ой ПИлов ВиНол, Уо1. № 17, В. Т. 5%е\уат, 
Аш. 306, Меов. из, Тгалв, стр. (730) `1908 г. 

2) Сы. Куроь Обоцрог. Мат. 8-56 Чад, отр. 446, 

8) бы. В, У. Зое, РЕПоворЫов, Мад. 1918 г, септябрь отр. 602. 


6, 1. Чимошоню, р 
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8$ 69. Деформащи круглой цилиндрической трубки оимметричныя отно- 
сительно 00и. 


ЗВопросъ о доформашяхь трубки, симмотричныхь относнтольно оси, 
встрёчается при рыпеши вфлаго ряка тохпическихь задачъ, Таюя де- 
фориащи испытылаоть, напримфръ, цилиндрическая трубка, закрытая по 
копцамь и подвергающаяся дёйствю наружпаго или внутронпяго равно- 
ибрнаго давлешя. Подобныя же деформащи испытываютъ стёнки круг- 
лэго резервуара, папохненнаго жид- 
костью. Здёсь давлоне па стёнку бу- 
детъ мФпяться отъ уровня жидкости до 
дна резервуара по линейному закопу. 
Быстро вращающийся относительно 
своей оси цилиндричесяй барабанъ 
также истытываеть деформации, сииме- 
тричпыя отпосительно оси, подъ дёй- 
ств1емъ силъ инерщи, которыя при боль- 
шихь угловыхь скоростяхь вращеня 
могуть вызвать въ стёнкахь барабана 
весьма значительныя напряжешя. 

: Условя симмотр!и дають вовмол- 
2 в ность значительно упростить задачу о 

Черт. 133, доформащяхь цилиндрической оболочки 

въ зтихь случаяхъ. Такъ какъ всё точки 

стики трубки, ‘лежадуя въ›одномъ какомъ либо поперечпомъ сёчен!и, 
совершають одно и 10 жо радальшое перемфщеше ') м, то мы 
можемъ ограничитьсл разсмотрёвемъ изгиба элементарной полоски ши- 
риной въ 1 см. выдёленной изъ трубки двумя меридюнальными св9е- 
ями, Радгальныя перемёщеня  представять собой прогибы выдвлен- 
ной балки-полоски. Луств тв представляеть собой такую балку-полоску 
(чорт. 133). Каждый злементь, выдЪЛеввый изъ этой балки двумя безко- 
нечно близкими поперечными сфчешями (фиг. 5), будеть испытывать. 
кром8 изгиба, растяженя, опредфляемыя величиной усишй Т, и Т,. 
Мы предположимъ, что уситя Т, - постоянны, т, е. что наша трубка 
испытываеть ‘вдоль оси равномёрное растяжово или сжат, Что ка- 
саетея усилй Т,, то они будуть вависфть оть раальныхь перемфще- 
ЕЙ и, которымъ соотвфтствуеть относительное удлинеше окружности 
трубки, равное — е. Пользуясь принятыми обовначеняки ($ 67), мо- 


2) Ивызношоме тоящины отбили трубщи при деформал!и мы преяебрегвемь, 


откуда получаемъ 


[2 


Эти усиля, какъ видио изъ чортежа (фиг, }), дадуть ифкоторую 
силу; дЬйствующую вЪ плоскости изгиба выдбленной балки полоски, 
Величина этой силы, отиссонная къ едипиц длины бальй-полоски бу- 
деть равиа 

ТГ, _оТ, _ с ФЕЙ 


аа. 


Точио также пайдемъ, что волфдство изгиба выдфлепной полоски 
продольныя усиля Т, тоже дадуть составляющую, дёйствующую въ 
рамальномъ паправлеши и равпую 
Фи 
ат’ 

ТкромВ того на балку полоску будуть дФйотвоваль усишя, распрод#- 
лештыя но поверхности трубки. Интенсивность ихъ будемъ обозначать 
черезъ а, Въ разсматриваемыхь случаяхь симметричной деформащи 4 
можеть быть, очовидио, ф-й только оть #2. 

Вся натрувка, приходящаяся “па единицу длипы балки полоски, па- 


пишется такъ . 
Фо 
ве 


и 


Проднослёдий члепь въ этомъ выражени ‘пропоршоналонъ прогибу 
балки - полоски, Слфдовательно, выдфлонпая полоска будеть изгибаться 
какъ балка, ложащая на сплошномъ упругомъ осповаши. Рояль вифшией 
нагрузки будетъ играть величина 


` 97 Фо 
ат 


Жесткость упругаго основашя опредфлится величиной 


В = --г. 
Если продольпыхъ усилй Т, нёть, то дифферепщальноо ур- для 


изогнутой оси выдфленной балии полоски напишется такъ 
и Е» 
Вуз = ие... 
2 


— 372 — 


Когда дЬйствують и продольныя усимя Т,, соотвтетвующее диф- 
феревщальное ур-е представится въ такомь видЪ 


т, 5 № 
и: 


& я 


Займемся сначала ур-омъ (а). Оть ур-йя (6), полученнаго для слу- 
чая изгиба стержия, оно отличается лишь тёмъ, что вызсто жесткости 7 
входить жосткость оболочки В. Произведя эту замфпу, мы можемъ вос- 
пользоваться результатами, полученными раифе для стержней, а такле 
числами вспомогательной таблицы Т. `Замфтимъ, что въ данпомъ случа 
величина а будеть имфть такое значеше 


при Ё 
& 
«=Ут= вен 1 (©) 
Слвдовательно, 
а-я ив 
И 4 о. .1, и... -@ 


Вычисляя такимь образомъ и, мы при помощи таблицы Т находим 
всь величипы, характеривующя изгибъ выдфленпой полоски, для тьхь 
случаевъ, когда нагрузка 4 постоянна по-длвн® полоски и концы трубки 
закрВилены такъ, что пашу полоску можно разематривать какъ балку 
опертую, задзланную или упруго задфлаппую на абсолютно жесткихъ 
опорахъ. Въ такихь услошяхь будеть, напримёрь, стёнка быстро вра-' 
щающагося барабана 1)” (черт. 133), если мы препебрежемъ радлальными 


растяжошямн дисковъ, скрфиляющихь барабанъ съ осью. . 

Чтобы оцнить влфтию растяжоп!я дисногь не иегибь балки попоски, пужно 
пвипсать выражене для опорпыхъ давдог!й попосни и зычиолить радельныя по- 
‘ремфищетя по окружности диска под дёНстьшыт этих делов! и силъ ппорщи 
самого диснв, Майденныя такнмъ образомъ радальныя иоремьщешя дедуть памъ 
прогибы белки полоски па опорыхь. При имлемъ раоположоши координотпыхь 
осей, давльше № балки полоски нь превую опору, разнос перерваышыющой силь 
вз опорпомъ сфчена, вапишотоя танъ 


= =- (2 #8), . 
2” 
Соотввтотвующео растяжон!, дисколъ будеть равно 


ви о) би 
р” (р 2), 


Пренебремя рытяжомемт дионь отъ ониъ инерщуы *), получимь усломе для 


2) НЁкоторыя задачи, относящёноя къ расчоту быотро врыцахщихоя барабалопь, 
равемотраны иъ`рабошй В. Ъотеита, Ом. Фойновь. 4, У. 4. Тлв. 1910 г. отр. 1897. 

?) Это рестяженйе можеть быть вычнолено по. иввфотным»ь ф-амъ для вращаю- 
щегося дкока поотояпной тодщииы, Оопр: мат. 8-ь0 ивд., отр. 8%. 
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прогиба на хонць билии полоски пъ таномъ водё 
а(1— в) © В 
п о 

Второо услошо папишется пъ зависимости оть способа заирьплешя новцонъ 
полоски. Придется различать опертые, задвлаипые п упруго-задзлапные копцы. 

Этихь двухь услом достаточло, чтобы найти изъ ур-я (а) нырыкеше дня 
иаоснухой осх балеи полоски. 

Подобяую задачу мы будомъ пмфть такио при пасяфдованйи изгиба цвяпн- 
дричесиой оболочии, пспытующой равпомёрное дадлон6 п подерфиленной жет- 
ками кольцами (черт. 131). Жели пренаброчь сжа- 
томъ подирВиляющихь колець, то олементар- 
иая полоска, выдёленная паъ оболочки между 
двумя кольцеми, будеть находиться въ усло- 
зилхъ балки съ абсолютно задёлапнымя копцами, 
лежащон на оплошпомъ упругомъ осповыии и 
ивсибаемой равпомфриой нагрузкой. Наибольний 
нагибающ! моменль будетъ имфть мфото на 
опорф. Его воличина пайдется изь фчлы (91) 
при помощи таблацы Т. Летко видфть, то ожа- 
118 колоцъ должно сопровождаться уменьшотемт опорнаго нагибалюзщаго момепта, 
8 умепьшен!е можоть быть вычислено, если ввести въ рабчеть осадку опоръ 
лементирной балки-полооки, накъ ато быно камфчепо нами зъ предыдущей задачь, 

ЗамЪтимъ, что напряженя, возникающя въ балк полоскв велВдств!ю 
ДЬйстя опорпаго момента и опорных» резкий, имЪютъ характерь мфст 
ныхъ непряжевй и быстро затухають по мёрз удалешя оть опоръ. 
Вдали оть опоръь можно съ большой точностью полагать, что трубка на- 
ходится въ условяхь плоской деформащи. Н%®которое прелставлеие о 
быстротВ затухашя можно соб составить на основаши ф-ль (11) и (12), 
получонныхь для весьма длинной балки, лежащей на сплошпомъ упру- 
гомъ основани. Изъ этихь ф-ль видио, что въ разстояни раввомъ длинь 


волны 


== 


Чорт. 134. 


рая 
а 
оть нагружениаго копца изгибъ уже весьма малъ. 

Обращаясь къ равсматриваемому случаю симметричной деформащя 
трубки и пользуясь для я ф-ой (с), легко получимь заключене, что то 
раястолше, на которомь влян!е опорныхь моментовь и опорныхъ розк- 
ЕЙ становится нренебрежимо малымъ, будетъ такого порядка, какъ У. 

Пели кромв боковыхь давлей на цилиндрическую оболочку дй- 
ствують еще продольция усиля Т,, вадеча объ ивгибВ балки полоски 
сводится къ интегрированю ур-м (5). Очевидно, что растягивающя 
усиля Т, будуть уменьшать прогибъ балки. полоски, а ожимающя уси- 
ля, наобороть, будуть его’ увеличивать. Рьшен!е этой задачи пе пред- 
ставляоть пикакихь ватрудиенй, и мы можемь въ каждомъ частномъ 
случаВ найти нанряжешя оть изгиба влемонтарной полоски, напряже я 


оть уси Т,, а также папрялюшя, соотвётетвующуя усвшямь 75. По- 
слфдшя папряжеия найдутся, разъ будуть извфстны прогибм #2 элемен- 
тарной балки полоски, 

Практическй пнтересъ представляоть то зпаче- 
116 продольпыхь усилй Т, при которомь цилин- 
дрическая форма равновЪя трубки перестаеть 
быть устойчивой и стыки трубки выпучиваются 
{черт. 335) ио волнообразной поверхности, симме- 
тричной относительно оси цилипдра '). Пользуясь 
результатами, полученными для случая продольного 
изгиба стержня въ упругой сред (стр, 135), ваклю- 
чавмъ, что сжатая длинная трубка при выпучиваши 
подравдВлится на полуволны, длина которыхъ равна 


Чарт. 135. «/У уе — 
8=т =. - (268 
у й 180—°/ (263) 
Соотвтствующее зпачеше критическихь слимающихь папряженй, 
опредфлится изъ ф-лы - 


о. = 


Мы видимъ, что разсматриваомое явлене молеть произойти въ пре- 
дВлахъ упругости лашь при весьма малыхь значешяхь отпошоня й: 4. 
За нредфлами упругости ф-ла (264) будеть давать преувеличенныя зна- 
чешя для (0,),. и чтобы ве распространить па область неупругихь де- 
формащй, нужно при вычислени жесткости ТГ) вм$сто модуля упруго- 
сти Е ввести исремённую величину Ё (ф-ла 262). Въ такомъ случаЪ 
мы будемъ получать критичесыя папряжешя за продёлама упругости, 
если въ ф-лу (264) введемъ добавочный множитель ИЕ. При этомъ 
измфнится также и формула (263), опредфляющая длину волиъ, 

Въ заилюченю замВтимъ, что благодаря упрощенлиъ, получающимся 
изъ условя симмотрии, мы можемъ р8шить вопрось о деформашяхь ци- 
ляндрической трубка неремфипой толщины. Задача сводится въ этомъ 
случаВ къ расчету олемептарной балки полоски перемфннаго счотя, 
ложащей на сплошномъ упругомъ основами поремфииой жесткости. П0- 
добную вадачу.мы встрёчаомъ при расчет цилипдряческихь резервуа- 
ровъ со стЬиками перемфяной толщины. Одинъ примфрь этого рода нами 
разсмотрёнъ ‘раньше (см, 8 7) 


2) Волье общий одучьй будетъ разомотрёнъ нию, 


$ 70. Деформащи цилиндрической оболочки, не сопровождающяся ра- 
отяжемями серединой поверхности '). 


При пзучени деформащи круглаго кольца ($38 17, 18) мы уже поль- 
зовались тёми упрощешями, которыя получаются, зели ось кольца сли- 
тать абсолютпо нерастяжимой. При такомъ допущен поремфщен!я то- 
чекъ осп кольца можно представить въ формВ тригонометричоскихь ря- 
дозъ, коэффищепты которыхъ опредзляются путемь примфнешя намала 
возмолпыхь перемщевй. Рёшошя эти, конечно, могуть быть использо- ° 
ваны при изслЪдовани плоской деформащи цилинирической оболочки, 
когда все сводитея къ расчету элементарнаго кольца. Но допущено не- 
растяжимости середиппой по- 
верхности можеть привести къ 
удовлетворительному рёшенно и 
въ цвломъ ряд? другихъ случаевъ, 
когда по раепродфлепию нагру- 
зокь можио ожидать, что пере- 
мщения точекъ середиппой по- 
верхности оболечки обусловлены .\% 
главпымъ образомь искривле- Чарт. 136. 
вемъ оболочки, а но растяженями оя свродинной поверхности. 

Раземотримъ, кашя дополпитольныя ограничешя будуть налагаться 
на искомыя перемфщен!л, если мы дйствительную оболочку замфнимъ 
гипотетической моделью, обладающей свойствомъ перастяжимости. 

Перемфщоня точекь серединной поверхности уеловимея разлагать на 
составляюуя #, © и в, которыя имфють въ каждой точкВ педеформиро- 
занной поверхности направлешя коордипатныхъ осей (2.› Уз, 20) (черт. 136), 
построенныхь такъ, что ось 2, имфотъ направлен!е главной нормаяи, ось у, 
направлена по касательной къ параллельному кругу въ сторону возра- 
стая угла 0, накопець, ось 2, совпадаеть съ образующей цилиндра 
такъ, что (2, У,, @) представляеть собой правовинтовую систему. 

Услов!е нерастяжимости оболочки въ направлени оси 2, напитшетсл 


тТакъ 9 . 

в =3=0... еее - @) 

Для растяжен!й въ паправлени оси у, воспользуемсл выражен!омъ, 

которое мы получили [(5) $ 18] при равемотрёви кольца, и условя 
нерастяжимости въ этомъ направлеии напищемъ тахъ 


4% 9 
рано. 


3} ВвуаА, Твоогу оЁ вова, ТД мвд. т. [, га. Х. 
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Накопоць, услове отсутстыя сдвиговъ въ серединной поверхпости 
напишетсл тахимъ образомт 


еее © 


Мы уловлетворимь цаписаппымь услошямь нерастяжимости, если 
возьмемъ для перемфщешй т же выражешя, которыми мы пользовались 
въ случаф кольца. Выражешя эти могуть быть написаны въ такой форм: 


1 ==0; 
9 = Ув (4,0050 — Авт и) дн. @ 
о т=- У па (А, зн + А", 603 #0) 


Здесь 4, и А,’ — постолнныя величины, которыя приходится опре- 
дЪлять при каждомъ частвомъ задаиш относительно дфйствующихь силъ. 

Жь перемъщенямъ (4), соотвфтотвующимь плоской деформащи ци- 
ливдрической трубки, мы можемь присоединить еще табл выражешя 


и, == — У | (В яти0 + В./ 0810); 
в: = У (В. 603 #0 — Вят ий); ор 
и: =— У п (В, 5110 -- В’, с0з т) 


тоже удовлетворяющия условямъ (а), (5) и (©) перастяжимости сере- 
динной поверхпости. 

Здесь 9; и 1, лвляются липейпыми ф-улми отъ д, слфдовательио, 
прямолииейпыя образующия цилиндрической оболочки осталотоя прямыми, 
по при этомь пзсколько наклопяются къ своему первоначальному ва- 
правлению и кромф того совершають поремфщешо #, въ направлоши 
оси цилиндра. Облия выражешя для перемфщешй нри деформащи обо- 
лочки бевъ растяжешл получимъ наложешемь рщешй (4) и (е). Тогда 
эти перемфщешя представятсл такъ 


жа; оао; ют ни... ... 


Составямь теперь выраженв (260) для потслшальной энергии искри- 
злепной оболочки. Чтобы получить вначеня величипь х,, х,;и 1, вхо- 
дящихь въ ето выражеше, воспользуемся пруемомъ, который мы прим$- 
няли при ивелфдовонш ивгиба кольце силами, не лежащими въ плоско- 
сти кривизлы (8 19). . 

Кромф ‘подвижной координатной системы (2, у» &}, построенной 
для каждой точки недеформированной серединной поверхности,: предстя- 
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вимЪ 00% ещо подвижпую систему (5, у, #), построенную въ каждой 
точкЪ серединпой поверхности `‘послф деформаци. При этомъ ось г на- 
правлена по нормали къ искривленной поверхности, 965 5 совпадаоть 
съ направлен!еиъ, по которому располагается соотабтствующая образую- 
щая цилиндра, посл деформащи и, наконець ось у перпендикулярно 
плоскости 2. Еелн начало координать системы (2, у, 2) будеть поре- 
мфщаться по деформированной серединлой поверхноёти оболочки въ на- 
правлеши оси у съ постоянной скоростью, равной вдиниць, п при этомъ 
въ каждый моменть оби (2, у, 2) будуть запимать указанпыя вытие па- 
правленя, то угловыя скорости вращенёя системы (2, у, 2) дадуть намъ 
возможность вычислить измфное крививпы х, и кручоше т. 

Въ разсматриваемомъ случаз образующя цилиндра осталась послВ 
деформащи прямыми и соотв тствующее измфнен кривизны х, будеть 
равпо нулю. Для опредфлешя х. можемь воспользоваться второй строч- 
кой ф-лы (98) (стр. 91). 

Изифияя буквы соотвётетвенио принятымъ здёсь обозначешямъ, 
получимъ 


р 9 . 
НН д еее. (5) 
или на осповани услойл перастяжиности 
1 4% Фо . 
я 6 РИ...) 


Наконоцьъ для полученя < можно воспользоваться третьей строчкой 


до 
ф-лы (98). Въ ной пужпо вийсто угла В поставить величипу — Е. Вместо 
ф— воличипу м и потомъ изифпить зпакъ прп < *). Тогда получимъ . 


_ к 
БА ИО ТИ" 
или на осповапеи (с) 
90 1% 


= 904% Зам и’ - в 


Вставляя найдепныя значения, пля Хх) ит вЪ т (260), мы, 
пользуясь выражешями (4) и (е) для неремфщешй, придемь къ такому 
зпаченно для нотенщальной энергши цилиндра, имющаго длину 21: 


= =ту 1 | @ (Ант 41,9) +т В (Вл в.) Ее 


+2 (9 в/+22]. (сн, : (268) 


3) Пра выподв ф-ль (08) нопомательныыь нанровлен!емь для В и с пыбрано 
10 поправиен!е врощовя, которому ооотюётотвуоть запянчивате по напразло“ 
во -- 8 (черт. 89), Здфоь ко при нашижь обовлечешляь (256) и (857) положитель- 
‘ному х будуть соотабтожвоваль Зовиячивоны лъ направлов!и — у. 
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Разсматривая кооффищонты 4,....2', какъ коордипаты системи 
и примфвяя палало возможных перемфщешй, можемъ въ каждомъ част- 
помъ случа найти соотвётствуюния значешя для („.. , Возьмемъ такой 
примвръ (черт. 137}. Цилиидрь сжимается двумя равными и прямопро- 
тивоположными силами Р '), двй- 
ствующими по одпому изъ д1аметровъ. 
Такъ какъ силы Р имМоть ра- 
Мальное паправлеше, то при соста- 
влеши ур-й равповёя памь при- 
дотсл имЪть дёло лишь съ перем%- 
щошями м. Уголь 0 будемъ отечиты- 
вать оть вертикальнаго данетра, 
Черт. 137. по которому дйствують силы Р. 
Въ такомъ случа ‘силы Р будуть 
совершать работу отличиую отъ пуля лить на поремфщеняхь, соотвЪт- 
ствующихъ приращешямъ координать .4', и Б',. Польвуясь выражошями 
{4) и (5), получавиъ тамя ур{я 


97 


УИ 54, = — па, 84! (1-- возит) Р 
9 
р ЗВ. = ив 8, (1-е0вит) Р. 
Ветавляя выфсто 7 его выражешо (265), получимъ 
ар 
4!, = ям при 2 четпомъ 
В, = - и. Ре при я чотпомъ. 
то! п -[ тр а — 9“ 


При я ночотномъ, будомъ имфть 
=, =0. 


Кооффищенты 4, и В,„, какъ было выяспово вышо, ‘равны нулю. 
`Для получешя выражен! для перомфщешй нужно только въ ф-лы (4) 
и (6) подставить найдепныл значешя коэффищентовъ, Получимъ быстро 
сходящеся ряды, при помощи которыхь можеть быть найдено перем%- 
щев!е любой точки оболочки. Ф-лы (8) и (1) дыотъ вовможвость найти 
изгибающие и скручивающе моменты и соотвфтствующия имъ ианря- 


женя. Замфтимъ, что получаомыя такинъ образомъ рёшеня не удовле- 
—— 


2) Сы, ВвуТащЛ, ТБеоту оё попой (1894 г), стр. 415, 
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творяютъ условямъ по краямъ цилипдрической трубки. Для осуществяе- 
шя припятыхъ пами перемфщен!й (4) и (е) пеобходимо приложить по 
краямъ момепты и силы, выражешя для которыхъ могутъ быть составлопы 
па основаши общихъ ф-ль. Напряжешя и деформаща, соотвфтотвуюдуя 
этимъ силамъ, имфють харадтеръ мфстпыхь напряжений п деформашй, 
Они быстро затухають по мВрф удвлевл 
оть концовъ трубки и погому не оказы- гм 
вають сущоственнаго втяшя па результаты, м 
получопные въ предположени отсутствия 
растяжен серединпой поверхности 060- 
лочки '). ЧГорт. 188, 

Считая серединную поверхность пе- 
растяжинрй, мы можемъ получить рёшеше и для части цилиндрической 
оболочки, вырёзацной изъ цилиндра двумя моридюпальныйи сБчешями 
(чорт. 138). Шели взять, напримфрь, перемфщен:я} 


1 аа =, й { 
% У В, в ит ГР = = Ум. 603 а. =- Ув. 608 — пт 
тв а 


пля ‚ 210 ‚ 170 
% У в4, 3 # В, 5т , 
а а а & 


то получимъ случай, когда ло образующимь яв и 29 цилиндрической 
оболочки пфтъ перемфщенй 4 и № и нфть изгибающихъ моментовъ. 


8 71. Днфференщальный ур-4я равноввоя дя общаге олучая деформация 
цилиндрической оболочки, 


Нужныя намх дифферепщальныя ур/я мы получимъ, какъ и при изсл$- 
довавти изгиба пластипокъ, если налишемъ усдовя равповВ я для силъ, 
приложепныхь къ одпому элементу, вырфзаниону изъ оболочки двумя 
безколечпо близкими меридмональными сзчешя ‘и двумя сфчешями, нор- 
мальными къ оси цилиндра. На чертеж 139 представлена соотвёт- 
ствующая этому элементу васть серединной поверхности посл деформа- 
щи оболочки и указаны направлешя усулй 7. ,.М№,, принатыя нами 
(ф-лы 253, 255) за положительных, Усишя эти инфють изправлен!я с0- 
отебтсвующихь координатныхь осей подвижной системы (7, у, 2) и 
потому при составлеши ур-Й равновЪя нужно считаться съ тфми 
углами, на которыя поворачивается эта систена при переход отъ одной 


{) Вонроов этоть подвергалоя подробному ивученно вт онявп ст пзеифдове.- 
вйемк вопобав!Н цининиричеоной оболочви. бы, отв. Тевтриев 4. беби, 
отр. 698. ; 
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стороны выдфлениаго четыреугольника ОДВС къ сторонё ей прямо 
противоположной. Такъ кашь эти углы завислть главвымъ образомъ отъ 
искривлешя оболочки 1), то растяжевями серединной поверхности, при 
составлеши ур-й равноввя будемъ пренебрегать и будемъ пользо- 
ваться условями перастяжимости (а), (№) и (с) предыдущаго параграфа. 


ый 


`В 
Чарт. 139. 


Напишемъ сначала три ур-4я равновфея элемента ОАВС, получаю- 
иле путемъ проектироващя воёхь приложепныхь къ зломенту силъ па 
направлеше 0сеё’ (Х, У, 2), построенпыхь для точки 0. Составимъ 
проекцию всфхъ силь на 065 Х. Гели бы мы пренебрегли искривле- 
емъ элемента и соотзЪтствующими поворотами подвижныхь осей (2, у, 2), 
то при проектировани получали бы, какъ и въ случа} пластинокъ, ур-!е *) 


(. чая)‘ — Гб + (8, - 5, аа) @ — 8, = 


Нанишемь теперь выраженя дня угловъ поворота системы (2, 9, 2) 
и воспользуемел этими углами хля составлел ур-й равноввия эле- 
мента въ нолномъ видф, гдф уже будеть учтено искривлеше середипиой 
поверхности оболочки. Вовьмомъ сначала стороны ОД и ВС нашего 
эломопта, Углы поворота подвижной системы (2, у, #) при пореходй_ 
оть одпой стороны къ другой относительно осей х, у и # обозпачимъ 
соотвфтетвелио черезъ . , 

: рат, Чат, тат, 

Вращене' сторовы ОВ паллего четырехугольника относительно оби Х 
будеть происходить велёдстве перемфщетй © и и. Такь какъ эти поре- 
ифщеня малы, то мы, при составлен{и` угловъ поворота, можемъ отдёльно 


ее 


3) бк. Шоте, ЦевЁов 4, Еаши!Аь, отр, 597 п 610, 
*) Мы предполагаем, зто `дввлелия, нагиболющ[# ободочну, нормальвы къ вере- 
динной поверхновти и ооставляющья изъ въ. папревленци оси х равно нуйю. 
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разсмотрёть повороть оть каждаго изъ этихъ поремфщенй и потомъ най- 
депные углы сложить. . 

Перомфщешямъ © соотвфтствуеть движее отрфзковь ОД и ВС по 
параллольтымь кругамъ цилиндра. Гели т перомфщеше отрьзка О, то 
соотяфтстпующИ поворотъ ого отпосительшо оси Х при деформащи обо- 
лочки будоть равопъ т. Для отрЪзка СВ тотъ жо повороть иапишотся 


такъ 1 9 
- (. = 5; @ 
© 9 
и пужный памь отпоситольный поворот этихь двухъ отрфзковъ будоть 
равнаться т ыы а. 


Велфдетвю переыфщешй м аотР8зокъ ОА поворачивается относи- 


тольпо оси у па уголь равный м. Соотвфтствонпо для отрфзка СВ 
9 /дь 

такой же повороть представится {-ой ре - (5) 4%. Суммируя полу- 

зенные углы поворота, найдомъ 


14% 1 0%) 
ре (тва и) 42. еее (А) 


Собтавимъ теперь уголь поворота системы (2, у, 2) относительно 
оси У. Этоть повороть полузаотся велфдстве искривлен!я образующихъ 
дилиндра въ плоскости мерижала и такь какъ ось 2— касательна, къ 
этой искривлоппой образующей, то для искомаго угла можемъ паписать 


сразу *) 
д 
114% = — та. зелье. 0) 
Точно также повороть системы (2, у, #) относительно осн 2 обу- 
словленъ искривлоемъ обравующей цилиндра въ плоскости, касательной 
къ середипной поверхности и потому можно паписать сразу 
бо 
7. @& = я 4. еее ние + (6) 


Обратимся топерь. къ угламъ поворота, соотаВтетвующииь переходу 
оть стороны ОС къ сторовф АВ нашего четырехугольника. При соста- 
влени этихъ угловъ проще всего воспользоваться ф-ами (98), `получен- 
ными при изслвдовани общаго случая изгиба кольца. 

Производя надлежащее измВиеше буквъ, полузвемь изъ `оторой 
строчки ф-ды (98) для угла поворота относительно оси Х. 


20046 == (1 = ыы и ав 


® Цовожитольнымь зращеземъ мы выбнраенъ т0, моторов соотифтотвуетт, 
празо-пинтовой сиотёмв. Когда рёчь ндеть о врещенк относительно оон у, 10 
попожительному вращен!ю ооотвётотвуеть должев:ю оош в въ направиен!и оси #. 
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Или, на осковани условя нераотяжимости (№) предыдущего пара- 


графа @ 
1 19 
2.90 = (1 +я 5 = 2) 20 ....... (4) 


Для угла поворота отпосительно оси У, посл надлежащей замфны 

буквъ въ третьей строчкв ф-лы (98), получаемъ 

{ ОО 1 ди 

веб = | азов 90 

Пользуясь условемъ перастяжимости (с) продыдущаго параграфа, 
представимъ этотъ уголь поворота такъ 

9 в 1 4% 

904 = (- 2990 >) 

Наковець, для угла поворота относительно осн`@, на основаши пер- 

вой строчки ф-лы (98), будемъ имфть 


) @40. 


аж @ 


Или, па осповаши условя нерастяжимости (с) предыдущаго пара- 
графа, получаемъ 

1 № 1 0% 

аа = |[—— + 10 ..,.. б 

1 ( а 45 а 0506 «8 ® 

Иня ф-лы (а),...(!) для угловъ поворота, легко составляемъ нуж- 

пыя памъ ур-я равновфея выдфлепнаго элемента, Проектировате всхъ 
силъ на ось Х приведеть пасъ къ такому ур-по 


91 95. фи 9% 
9% + р о40 2 440 — №, ат Язев 8 9 др аб 
_ [ 9 :®) В 1 9% 
М, 20500 аж р + Т, а 2050 4 а —0. 


Подобным же образомъ для осей У и 2 получаемъ 
10% 1 0% 


. 
913 ара 89 бра -- ее два — М. ( плода : 


20 9% а 20 
1% 1 0% _ 1 19. 0%р\’ 
5 м 28) 20 ъ, (1+ 0 + 2) 41а =0 
д№ 11 д 
пор ао баров 5, (> “тая Ява т. ао 


1.19 Ем 
+1; 5+ В) 42405, (= +1) Яваа0--д рад 0. 
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Посл пфкоторыхь сокращешй, аи такую систему ур-й 


27: + 9% в | 
“р = “№ 0 — ав, 5. — 
99 д ‚ [9% д 
№, (- ми) тез = =9 
о 09, опр 0 д 
бе дя — (2 ы = 


, 
5 09% ди м1 9 ди\ _ б р. (266) 
м — | 


№ 0№М, с [0 0% ‚ дв 
дв Кб 28: (е- =) “1, дзя 


140 19% 9 ди 
--т(1 2 на гы 8» (= + Ри а=0 | 


Обратимсл теперь къ ур-4лмъ момептовъ. Направлешя момонтовъ, 
принятыя 3% положательпыя при составлени ф-лъ (264) и (256), отиф- 
чены . на чертеж 140, ‚2 
Если ихъ представить 
векторами, то въ право- 
винтовой систем векторы 
Нь М, в Н, совпадуть 
съ направлешяии' 1, 9, 
и Т,. Для вектора М, 
направлено будет прямо 
противоположно 5,. Поль- Черт, 140, 
зуясь этимъ, мы на оспо- 
ванн (266) сразу можемъ паписать зая ур-я 


ине | 

м а, | (т) 

мм -ан 5 т = Н, (: в ат) | 
+29) +2 (8, —8)=0 


Усния Т, Т, 5, 1 8, я моменты М, М, Н, и Н, могуть быть 
выражены при помощи ф-лъ (263), (264), (286), (267) и (258) черезъ 
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деформащн соредиппой поверхности е,, 6, ® и черезъ величины х,, 
и ит. ы 

А в6Б эти величины выражаются чорезь перомфщеня #, я им, 
такимъ образомъ 1) (см. $ 70). 


о, 
О т И Би" ОР ввовнь @ 
т [9 1 о 
яз а 00 РО} а В+). -.® 


Такимъ образомъ, изъ ур-й (266) и первыхъ двухъ урай (267) мы 
получимъ систему ур-Й, заключающую поизвфетпыя ф-1и м, 9, ю, М и М,, 
и въ каждомъ тастпомъ. случай задача сводится къ уёшепио этихъ ур-й. 

Исли усишя Т,, Г, и 5 можпо предполагать малыми по сравнонйо 
съ тёми критическими ихъ значешялми, при которыхь цилипдрическая 
форма равновфея оболочки перестаеть быть устойчивой, то иъ ур-яхь 
(266) и 1267) можпо пропустить тВ члепы, гдё оти усил!я множатся па 
производныя отъ малыхъ перемёщен!Й %, © и г. Въ такомъ случа при- 
демъ къ системф ур-Ш 


Исключая отсюда усищя М, и М,, нолучимъ 


от, 98, 0 
а + = 


. (268) 


8) Вдшицомь раотятешй на ивыбнем3е ирязнаны пренобрейёемь. 
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Если цилиндрическая трубка подвергается дёйствю значительныхь 
продольныхъ усилй Т, то члены, имзюпИе это усиме своимъ иножи- 
телемъ необходимо сохранить. Тогда выфсто системы (268) будемъ имфть 


от, 68, _ 
бт = 
п 5, 9% ди, том 
20 Кода АТ а р а п = 0 - (269) 


фи ФН, ФМ, ФН 19мм, 
Я та О Ка +4 =0] 

Въ тВхь слутаахъ когда трубка подвергается значительному оковому 
давлейю и можно ожидать преобладающего втявя на изгибъ усилй Т,, 
нужно въ общихт ур-яхь сохрапить члены, иифюнИе множителемъ Т.. 
Такимъ образомъ, придемъ къ систем» 


9Т, 98, т, (2 =) = 5 


Т. ат 


Вод + 96 1110500 9 
от, 0, ды, том, 
Кб + де  ®- у ‚ ©70) 


т, (1+ 1%. 1 + #н, + 9 М, _ 2, 19М, ь а —0 
200 а 9] "5% д 98а 1% 
Ветавляя въ урчя' (268), (269) и (270) выфсто усиый и моментовъ 
ихъ выраженя черезь перемфщен!я, придемъ въ каждомъ частномъ 
случа къ тремъ дифференщальпымь ур-4ямъ, ваключающимь три не- 
извфетиыя фи и, би ш. 


$ 79. 0 деформащяхь цилиндрической трубки оъ опертыми краями. 


Пользуясь дифференщельвыми ур-вип (268) предыдущаго параграфа, мы мо- 
жемъ рывить вопросъ о деформащяхтъ, новпикающихь въ цилиндрической трубкЪ 
съ опертыми краями, въ случай дЬйствя па боковую пояерхпость трубви раслре- 
дълевныхь нормальныхь довлен пнтевоилнооти 1. Ветавляя лъ эти ур-4я вм%ото 
усний 1, Л, 8 в моментовъ М; М, Е пхъ нырещешя черевъ перемыщеня, что 
можно одфяать прп помощи | ‘ъ (0). п (й) предыдущего парегрофе, мы придемъ 
мъ тремъ такниъ урбяиъ: 


1-01 бы „4-6 о. о 9 0 
Аа я а Ш ож 
440 ди _ то, 19 1 
59806 На дя оба М = 
О Е И И а 
ке ЕЯ яд) +в (рада Ни + ар) ® 


4 10 ш № 0%, о 0% о м 
‘тай а ак д ди На 


СМС и № и. 0 9% \. 64—99) _ 
(я 878) — 18 (: Ва а =0 
с Й. Тамомекко. 25 
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Обозначимъ чперолт, { длину трубки и помфезимъ пачало коорднпатъ у одного 
из» копцон», тогдл ублошямь ина опортыхь кранхт цилипдряческой оболочки мы 
удоплотворпмт, осзи возимемъ для поромфщешй такя выражетия 


= У У ее; ь= У У видны" 


ЗЛоско пндьть, что при этомъ по копцамъ хрубкп. при #=0 из=Ь обра- 
щаютен въ пуль значошя м и ЛИ. 

Велизтяя пмражены дяя поромфщенйЕ (5) эъ пашпт урфя (а), мы нолучаомъ 
возможность нийтп коэффищюпты Аша, Вии, Оша И обли позученпыо таким путомъ 
ряды (}} будуть сходицимиен, то оиц продетавять с060й искомыя поромбщен!я 
точекь цианняричоской оболочки, 

Когда вместо цфльлей цилипарачосной трубкн мы будомъ имЪть лишь часть 
вл, ограипчониую двумя обрязующими и двумя ипралаельпиымп кругами, то п4, 
случа сиортыхть красвъ можио для поромщотИЙ пвять пыражешя 


«т 
„=УУ Анк 


гдф черовъ & обозналент цоптрвльпый уголт, соотяВтствующИ выдфлепиой части 
цилиндрической трубки, иричемт для примонииойцыихь краопъ оболочин при- 
иято (=Он (а. 

При такомъ ныборК выражот для перомфщов:й, мы найдомъ, что по коптуру 
оболочки радтльпыя пвромфщошя п изгпбаюцщз моменты обрещаются въ нуль. 

Ветавлия выражоя дая поромфщон (с} въ ур4я (я) и продетавляя плтен- 
сивность распредфлопныхт цо цплипдрической оболочкь давлон 4 двойпымт, 
хригонометрическимъ рядомъ 


У ры Иные, еле ани лье , @ 


мы придемъ иъ тавимя. ур-ямт, дяя опродфлети коэффищентовъ А„„, Ни и С, 1): 


4 


= Ух Спи 5 и вт ИЕ 


пм иж. тя < пб 
= У Вл 608 = у; ия У, Са 8 = т 


., (5 
©) 


` в 1—6 Ги 1 в @. 

п (вот а ИР 

1-50 пай} 1—0 (ан ай пд 
дм р евыти (Тб а = 

. (@) 
; 
Ан ск - + Зав т [21 . (5 +(@—3) [о 
а В 
Я а 4? (. —_ 

ны [ен (7) С |) АИ 0 { 


Вотапляя сюда выВето Г»„„ значения, соотифтетвующия заданной пагрузкЬ, мы 
получаомъ поаможноель опродфиить ноэффищенты Ан) Вии и Син. Въ вачоствь 
прим ра приводимь ифиотормо результаты *), отпооящеоя къ изгибу релномфрпой 
логруакой цилякдрической оболочки оъ мелымь угломь а п длипой $ резной аа. 

Въ отомъ случаев 


2 
*) Въ атихь ур4яхь мы пропебрегли вевичквой па по оривненйо оъ единице. 


*) Чволовые' результаты заамствуемъ изъ дипдомиой работы‘ ох, "Пол, Инот, 
П. Герретца. 
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Вотавляя соотвствующее зпачене Г„„ лл ур4я (е), мы пайдемь что при 
малыхь воличлвяхь угла & коеффищепты 4, Ви и „к будуть завповть отъ 
отноше ==: гдВ /— отрьаки дуги радуса в, соотшытотвующая углу а, Ве- 
личппа мехсимального прогиба предеталится ф-ой 


о | м 
] 


56.107" | 1940— 


Изл. этой ты мы видимъ, кокъ быстро возрястаеть жесткость пластпьки 
съ уволичоп!емъ начальной стрьлки /. Подобпымъ же образомь можно убЪдиться, 
что съ увоничещем» почельнаго иекриилетил пластинки быотро убыпьють вначе” 
в папряжег, соотофтетрующлхь ивгибающльгь момоптамъ Л, п Му. Зомйтпиъ, 
что при пычислелия изгибающихь момептолъ приходптся дли обовпечеши нодле- 
эжащей точпости брать большое число члевовь въ рядохъ, пролотанляющихь пе- 
ромфщеня в фи в, что въ сильной степевп услощвяеть вычионительную работу 
въ особеявоотп съ увелнчешемъ стрьльи /. 


$ 73. 0бъ устойчивости цилиндрической трубки, подвергающейоя дёйетвю 
равноиёрнаго наружнаго давлон!я, 


При изслёдовани плоской доформащи цилиндрической трубки ($ 68) 
мы выяснили вопросъ объ устойчивости трубки, испытывающей равноу 
марноо наружное давлеше. 

Полученное нами при этомъ звачен!е критическаго давленя (ф-ла 261) 
будеть совпадать съ данными опытовь лишь въ томъ слузаф, осли длина 
трубки весьма вёлика по сравнонно съ ея маметронъ.‘ Въ противнонъ 
случаВ на величину критическаго давленя существеннное вшян!е бу- 
деть оказывать способъ. закрфилешия кояцовъ, 

Разсмотримъ здЗсь таков закрфилене концовъ, которое допускаегь 
равномфрное сжате цилиндрической трубки, но препятствуеть .сплющи- 
ванно трубки у концовъ въ томь случа, когда варужное давлеше пре- 
ввойдоть критическое эпачене и трубка въ средней своей части поте- 
ряеть свое первоначальное круговое очертане. Допустииъ также, чт 
эта деформашя но сопровождается появлешемь изгибающихь моментовъ 
по концамъ трубки. 

сли ‘расположить начало координать но середияв длины трубки и 
обовначить Эту длину черезъ {, то услошя по концамь вапишутся 


такъ ай 
о =; о... 6) 


} 
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гдф (-— обозначаеть равномфрное боковое давлев!е, @ и № имють преж- 
вгя значеня. 

Въ разснатриваемомъ случаф преобладающее значен!е будуть играть 
уситя Т.; поэтому мы при опредфлеши критическихь давленй будемъ 
пользоватьсл ур-ями (270). 

Частное рёшеше этихь ур-Й, соотвфтствующее круговой форм? рав- 
новф0я сжатой трубки, мы можемъ получить сразу, положивъ 


2 
%=0; и а Т, =0; Т, = —ва 


Въ дальнфйтемь мы будемъ разсматривать лишь малыя отклонена 
оть круговой формы равновфия сжатой трубки и потому будемъ отбра- 
сывать послёдне члены въ первомъ и третьвмъ ур-4яхь системы (270) *). 
Если еще принять во вниман!е услов!е нерастяжимости ($8 70) при раз- 
сматриваемыхь отклопеняхь, изъ котораго слфдуеть, что 

д р 
98 а 
то ур-я (270) для нашей задачи папишутсл такь 


27, + %, 
98 
91, 108: ‚И, `1дм, 
98 9% 0 а 98 
ФМ, _ #Н, , ФП, тем, . 
тоя" — да 000 а а Г «(= -- в), 
или посл небольшихь преобразований 
„9т, 
9" 
ФТ, „т, ФЕ, 1 0М, 
55 7 + 9208 ‘а 0 
РМ, ОН, „ФТ, ит, Я =) 
о д К = (2 0 
При помощи ф-лъ ($5 67, 70) всё усимя и моменты выражаемь че- 


резъ перемфщеня и такимъ обравомъ приходимъ къ тремъ урбямъ, ва- 
ключающимъ три неизвЪстныя ф4и и, фи ю. Мы можемъ удовлетво- 


+ =0 


=0 


а а 


=0 (270) 


@ 


1) Ва таком олучай Т, будеть обовнечьть не появое усише, в зишь то маи. 
вен!в этого усишя, которое будеть попучельоя при опиющиявани трубки, 
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рить этямъ ур-1амъ и услошямъ на концахъ, если положимъ ° 
. ‚ а& 25 . 
и = Дж яж яя = В 20818 608 до > $т т 060517, , 5) 
3 а 


РЕВ и ЦВлое число и а = “. Этой форм равновФея, какъ легко ви- 
хЬть, соотвфтствуеть искризлене образующихь цилиндра по синусовдв 
съ одной полуволной. Число полуволнъ, образующихся по окружности 
трубки опредфляется числомъ я. 

Вставляя величины (2) въ ур-м (270), выраженныя черезь перем$- 
щеня и вводл для упрощен!я обовпаченя 

(1 — в) ИВ) =О; Вт «а =, 
на Е = @ 
В Ч т. 
придемъ къ такимъ ур-|ямъ 
р [а + (1-9) и] — О (м 92) (1—8) =0 
В (ат — а) Оита) аа =0 . @ 


(ап? -— а? -— в) + 0 (т на? —1+а,2) —у(1-— 21) ви ==0 


Здфсь для сокращешя письма введены тамя обозначоня 
а 


оо а, = — (' — 1) (+ а) — в 
й . . ® 
в = — Шур = а а — 1) 


Критическое значен!е дивлевй 4 и соотаётствующее значене у ид- 
ходимь изъ условйя совмфстимости ур (а). й 

Составляя соотвфтствующ опредфлитель и приравнивая его пулю, 
придемъ, посл ряда преобразован, къ такому результату 


91-2 (1— 0,36) (1 +-0,43 )] = 0,91 эт + 


пая = у?" ++ ьЗВ а +0869 


-а-озра +165) + тол -азй 7.0 


(Е — я я 


3) Вопросу уотойчьзооти трубки конечной длины, подвергелощеноя разном. 
вому боковому давиев1ю посвящезы работы: 

В. рогевя, Рьумк. бевонг. 1911 г. отр. 367. 

В. М. Водвруее Ц, РЫозорыся! давало У. 36 1918 г, отр. 887. 

В. Мвеь, о. 4, Уех, 9. Дик. Ва. 58 10 г. отр. 180. Изь поолёдиой работы мы 
звямотвуеыь приводимые вияе реаультеты, 
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Здесь мы положили с -= 0,3 и приняли обозначен! 


Вычисления показывають, что ур-в (Г) можеть быть значительно 
упрощено. Можно отбросить членъ, ваключающий множителемъ 2”, и 
считать величину р малой, тогда будемъ имёть 


а 
ур не 1-ой" 1—9]... (1) 
Но размёрамь трубки мы, задавалеь числомъ и, можемъ на основа- 
ни обозначешй (с) и (9) вычислить ри < и потомъ изъ (271) найти 
соотв®тствующее у, которымъ опредфляется давлеше 4. Путемъ посл&- 
довательныхь попытокъ пужно найти такое число и, которому соотвЪт- 
ствуеть найменьшее у. Этимъ зпаченемъ у и опредфлитея искомое 4... 
Оказывается, что чёмъ меньше длина трубка по сраввеншю съ. дамет- 
ромъ, твмъ больше и тёмъ большее число полуволнъ образуется по 
окружности вынучившейся трубки. 
- Насколько вначенй для 4». въ К/с? мы приводимъ въ нижеслё- 
дующей таблиц. При выЧислешяхъ принято 9-=0,3; Е -=2. 10° К/ста. 


д — к 

ив ба ммм |8 
Й г 

ч=0 оз | 098 | об | 25 ром | || в 
| 

= 018 | № 20 | 66 || 28 [81 

1 =02 ов 21 ^| 59 | 13 2 | 82 Е [ 

т =03 058 | 32 9,3 18 32 51 в аш 

50 ов | 45 ив | юра |1 

, 

3 =05 097 | 55. Быт |1 115 

Т=а р ИВ ПО ПИ ПО ПОВ ПО ЗО 

Зы 4 - - = -|- - _ 


— 391 — 


Конечно, приведенныя зпачотая критическихь давлешй будуть совпа- 
дать съ опытомъ ‘) лишь в томъ случа, когда соотвфтотвующя имъ 
сжимаюния напряжены ие провосходять продьла упругости матерала. 
Зв этимъ предьломъ таблица будоть давать для 9. преувеличениыя 
зналешя. Мы могли бы ближе инодойти къ дуйествительности, сели бы 
выфсто постолннаго модуля @ ввели пкоторую неремвнную величину 2, 
зависящую оть сжимающихь напряжешй въ трубки? *). 

ели матермаль трубки имфеть модуль Ё; отличный оть модуля 2, 
припятаго при составлен таблицы, то числа таблицы пулию помно- 
жить на отношене 2, : Е. 

Полученные результаты отпосятел къ опредфленному закрфплешю 
концовъ, по нужно думать, что спогобъ запрЬилюг я въ даниемъ случа 
не будеть играть сушестиепиой роли, если то ии»» трубка пра сплющи- 
ваши сихрапяеть по концам круговое очертаю. Гели, напримрь, 
концы трубки де могуть свободно попорачиваться и искривлеше сопро- 
вождается появлешемь по концамъ изгибающихь моментов ЛИ, 10 
вляше этихъ момоптовъ будеть имёть лишь мъснёное зпачеше и вфро- 
ятно пе окажеть значительнаго выяшя на критичесюя напряжетшя, 
„если только длина трубки { пе будоть малой по сравпешю съ рашу- 
сомъ а. 


$ 74. 0бъ уотойчивовти целиидричевной трубки, подвергающейвя 
дёйотвию продольнаго ожатя. 


, 


Предположимъ, что цилиндрическая трубка со свободной оть усилй 
боковой поверхностыо нснытываеть равпомрноо продольное сжатю, 
Увеличивая сжимающия напряженя, мы „уржемъ достигнуть предёла, _ 
когда цилипдрическая форма равповз@я перестапеть быть устойчивой и 
трубка выпучится. Чаетный случай, котда искривленная . поверхность 
‘симыетрична отпосительпо оси трубки, нами быль равемотрфнь ранфе 
($ 69). Здбев разрфшимъ ту же задачу въ боле общемъ вид, для чего 
° воспользуемся урчями (269). Мы удовлетворимъ этимъ ур-4ямъ, если 
положимъ ” * 


== 6014... (& 


1) Опытных пводёфдозашя ом. А. Р. Сагиаи, Рыув!са!. Во от’ 1005 г. отр. 88, 
ДаНвовь. 4, Уог. й. Лав. 1804 г. стр. 689, Макьыго, Трвпя. 07 Воув 500. Солоп 
1868 г, отр. 889. 

2) Вопрооъ-объ уотойчипооти трубки ва ди Упруиеоти въ разомётря- 
заемомъ олуча ополаво нежели при плооной деформащи, т. в, изыфиовно кри» 
вивны к; должно ооствфтотвовель пивыфаотнов впахешю № в иЕшь соот 
отвузть икзмънойвый модуль 2’. 
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Это соотвфтствуеть цилиндрической форм равповфе!я сжатой трубки. 
Подъ дёйстемъ продольнаго сжалёя трубка получаеть нфкоторое увели- 
чен!е ДМаметра, постоянное во всфхъ сфченяхь. Съ увеличенемъ сжаця 
мы достнгаемъ предфла, когда эта форма равнов5оя перестаеть быть 
устойчивой и стЬнки трубки выпузиваются. Нредположимъ, что края 
трубки закрфплены такъ, что при выпучивани концы трубки сохраняють 
круговое очертан@е (у = № = 0 но концамъ трубки) и изгибаюцще мо- 
менты М, по концамъ равны нулю. Ур-я (269), если входящие въ нихь 
усиле и моменты выразить черевь перемфщеня и, и, ш, перепитшутся 
такъ: 
Фи  1-нс 0% з № 1-5 ди 
а а др Вова =0 
1-6 д 1—00% 0% 9 = (1—0) [| 9% 9% 
5 ЖК о тай а (= в“ +) в 
|6 0% 1 0% 9% Тв 9% 
т (ря в яв ча) жа — 
ат, бо оф в [0% в 00 в 
Ио) жа а таб то баб" Я) 


99 =0 .. (279) 


[о 0‘ 0% № [в 09 9* 40° 
6—9) (5 9 = ня) 15 (Е дя ди 2%) =0 
Мы иожемъ удовлетворить отимъ ур-яиъ, положивъ о = 0 и допу- 
стивъ, что и и и— фу только оть 2. 
Въ такомъ случаф ур-я (272) перепишутся такъ 


ди а 
жа = 0 
(5) 
@Т, 9 9% в Г аби 


зо -® д да 10 
и мы придемъ къ фориВ выпучиваюя сикметричной относительно оси, 
т. в. къ рЬшенНю, которое нами было разсмотрво раньше. 
Для получевня критическахъ вначенй сжимающихь напряженй въ 
случа} фориъ равнов®ся, несимметричныхь относительно оси, возьмемъ 
рашешя ур-й (272) въ такой форыё *): 


. чит ‚ ттх . . 
и — 4378 608 р, © = В 003 пб и —^, № = Отт 0 зт 


Злфсь } обовначаеть длину трубки, Начало координать расположено 
На одномЕ изъ концовъ трубки. 


‚ 1} 0м. ввыту работу, С дефориащяхь п уохойчивооги цилиниричеокой оболочии, 
Изв, Эдевтр. Ивот., т. ЖТ (1914 г.). 
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Вставляя (с) въ ур-я (272) и вводя для сокращен:я обозначешя 
й ат Да- в} 
о ВОВ Арт =... 


придемъ къ такимъ ур-1ямъ: 


1 + 
др) в тет | 


А т Яр +? -н 5 (1 — в) -б 2 ту 
чс(ь-+ 5» = . (ев) 
А+ В(в+ Ви 9 Е еРит) + 


я 4 2. Ри 
+-с|-- учет -- бир =0 


Принатая пами искривленвая форма равновзея становится возможной, 
когда опредфлитель полученной системы ур-й (е) будеть обращаться въ. 
нуль. Приравнивая этоть опредфлитель нулю, получаемъ для величипы у ^ 
квадратное ур-1в, изъ котораго можно пайти у и соотвЪтствующее ана- 
чен1е критической сжамвющой, силы. Отбрасывая малые члены, ямфющо 


2 
множителями величины У и (=) ‚› придемъ кь такому результату 
(1—9?) .8 з ры т — + в) (8 — в) учи? + Я а Шо бум на} -- (З-на) йа — 06] 


\ [+ Ре ри +]. а (++ БЕ вмчнааут | 


ао т + 7 2. (т + 


(213) 


Разсмотримъ спазала случай, когда длина сжимаемой трубки мала, 
или трубка при выпучиваи подраздЪляется по длипз на большое число - 
короткихъ волнъ. Пря такомъ услови 71’ представляеть собой большое 
число и мы, ограничиваясь въ р8ёшени (273) главными членами, 
получаемъ 


(и + (1— в) 1’ 
= Е А течи т: 9) 


< 
При я = 0 мы получаемь отсюда прежей результать (8-69) для 

критическаго сжатя въ случа» деформащи трубки симметричной отно- 

сительно оси. Наименьшее зпачене для у даеть намъ ф-ла (274) при 


(==)! ==). 


Этому соотв тствуеть такое же значен!е критическихь напражен!й, какъ 
и для формы равновзя симметричной относительно оси и мы можемъ 
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сдёлать таков заключено: Пока длива трубки такъ мала, что 
1 
"= И 5, 


мы буденъ при выпучивая получать деформацию симметритную отно- 
сительно оси трубки. Съ увеличешемь длины и убывашемъ у будуть 
появляться двЪ три и т. д. волнъ но окружности цилиндра, но величина 
„критнческихь капряжев!Й будеть весьма мало колебаться, оставаясь при- 
мВрно такой же, какъ при 


т 


И (— 9. 


При дальтёйшемъ увеличеши длины мы снова въ качествв порвой 

искривленной форны раввовВ(я получимъ форму, симметричную относи- 
° тельно оси трубки ит. д. 

На осповани этого заключаемт, что въ случаз короткихъ трубокъ 
или въ случаВ длинной трубки, подраздфляющойся при выпучивани на 
большое число полуволнъ въ паправлен!и длины, критическое папряжене 
слёдуеть принимать равпымъ тону, которое мы получили для формы 
равновзс!я, симметричной отвосительно оси. 

Разсмотримъ теперь второй край! случай, когда величипа у, вхо- 
дящая въ выражене (273), мала, т. в. ‘когда’ длина твхъ волнъ; на 
которыя подраздёляется по длин выпучивающаяся трубка, велика по 
сравпеню съ Даметромъ. Сохраняя главные члевы въ выражени (273), 


получаемь , 
аи р 8 — но 8-0) 


т”) 


= . (275) 
`Шри ® == 1 получаемъ изъ (275) 
‘ та? 


т, д оти. 
ви р ^ эй 


Что совершенно совпадает съ ф-ой Эйлера для случая стержня съ 
опертыии концами, тк - эсть ничто ино, какъ квадратъ радуса икер- 


щи допёречнаго сбчевя зонковтённой трубки, Пореифщеня при этомъ 
предотавятся такъ 


. ТП . „ ттх 
баба т; в = Ват 0 в —`^. 


Каждая, точка трубки ‘при выпутиванх совершаеть перенфщек!е рав- 
вое Вам те и параллельное ‘плоскости @= 0; поперечное свяеню 
остается ‘круговымъ. : 
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Для > 1 мы, опуская въ ф-лв (275) малыл воличины высшихъ 


порядковъ, получимъ 
„ар реет 
ое т: 010) 


Наимепьпое зпачеше для у мы получпмъ, полагая 1) 


вт) 


® = 


чему соотвфтствуеть 


инь. : (77) 


Таклиъ образом при значительной длип трубки первая искри- 
влепная форма будеть по дливВ состоять изъ сравнительно дльиныхь 
полуволнъ и критическое папряжеве получается при этомъ недьшимъ, 
ч$мъ въ ивучепномъ вышо случаз формы разповвия симметричной отпо- 
сительно оси. 

Пользуяеь предыдущими ‘результатами, мы можемъ сдвлать нФкоторыя 
ваключон!я объ устойчивости нилиндрической оболочки, ограпиченной 
двумя прямолинейными обравующими цилипдра и двумя параллельными 
кругами и сжатой вдоль обравующихь. Пусть а центральный уголь, 
соотв?тствующй  разсматриваемой части цилиндрической оболочки. 
Вь качествВ ръшешя ур-й (272} возьмем: 

#10 та Ат 6. тех #8 тт 
Аз —-- 608 = В с08 -—-зт- п: = Сэт тоя 7 

При этомъ ражальныя  прыащеы и изгибающе моменты по коп- 
туру оболочки обращаютёя въ нуль. . . 

Для опродёлешя критическихь напряжейй мы можем, воспольво- 
ваться ф-лой (273), замфицвъ въ ней число и, величипой =. 


Раземогримъ тоть случай, когда 1—большое число. 
Ивь ф-лы (274) при этомъ получаемъ 


в (: + г) ар 
: а 4 , 
=3 т И 


Особый практичесый  внтересь представляеть тоть случай, когда 
уголь а—маль. При этомь искривленная форма равповфя выпучив- 


2) Эта нокривиевиах форма равловфаш, ооотвротвующая подраздьлеяю трубки 
и выцузивены: ‘на длинных иполувоины, ровомотрьнь В. У. Зозбачие ен, 
м. РЬЙ. Тала. В. Вох, фодбов У. 218, стр: 188. 
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шейся оболочки будеть иизть въ направлен!и параллельнаго круга лишь 
одну полуволну (# == 1). При @ = <> ф-ла (274') даеть намъ въ этомъ 
случа 


Обовначая черезъ $ величину аа, ширину сжимаемой пластинки, 
вайдемъ для наименьшаго у значон!е 


во ат _ М 4 
уз св’, 
откуда 
Ем 4 
т = вая: 


что совпадаеть съ извфетной ф-ой Вгуаи’а для сжатыхъ прямоугольныхь 
пластинокъ съ опертыми краями. 

При конечномъ зналени а и при # = 1 наименьшее вначене у, 
опредёляемое изъ ф-лы (274/), представится такъ 


4 т 
=з О 9) еее и (8) 


Первый членъ въ этой ф-лВ соотвтствуетъ тому критическому усилю, 
которое мы. получаемъ для длинной пластинки ширины $ ==@а съ опер- 
тыми краями, Вторымъ членомъ одЪнивается увеличен жесткодти, обу- 
словленное начальнымь искривлешемъ пластинки по дилиндрической 
поверхности, 

При налом вначеши а мы можемъ воспользоваться слёдующей `ва- 
висимостью между шириной искривленной пластинки 6 и стр®лкой ея 
пачальнаго прогиба /; ° 


= а" == 8а/. 
Тогда ф-ла (8) можеть быть переписана въ такомъ вид 
т в 4" 2Г_ 
ЕО сма 
в 4т Е , 
=50- сай (коме) еее. (278) 
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Мы видимъ, какъ быстро возрастаеть устойчивость сжатой пластинки, 
искривленной по цилиндрической поверхности, если увеличивать стрфлку 
пачальпаго прогиба /. 

Темъ, который мы примфвили въ послёдпихь двухъ параграфахь 
къ изслфдованно устойчивости цилиндрической трубки, можеть быть 
испольвовапъ также и для того случая, когда цилипдрическая трубка 
подвергается одновременаому д®йств!ю продольнаго равном рваго сжат1я 
и равномрнаго бокового давленя. Подобнаго рода условя мы имфемъ, 
пвприм$рь, въ случа повёрки на устойчивость наружной общивки под- 
водной лодки. 

Вопрось объ. устойчивости цилиндрической трубки, подвергающейся 
скручивапно, оказывается задачей боле сложной, такъ какъ выражен я 
для перемфщенй уже не могуть быть представлены простыми ф-ами (с). 

Если края сжатой цилиндрической трубки не только свободпо пово- 
рачиваются (М, = 0) по и могуть свободно смфщаться, то при сжатри, 
провосходящемъ извфетный предёлъ, трубка можеть принять новую форму 
равнов%с1я, причемь пореходъ къ этой формф не будеть сопровождаться 
растяжешемъ серединной поверхности. При этомъ образующия цилиндра 
останутся прямыми и лишь наклонятся къ направленю сжатя. Соотвёт- 
ствующее вначене критическихь сжимающихь силь равно ') 

т = 209 | 
Аж 


5 Р+за— 94]. (... , (79) 


Для короткихь тонкоствиныхь циливдрическихь трубокь это значен!е 
критическихь сжимающихь усилй будеть во много разь меньше того, 
что мы получили выше при насмёщающихся концахь сжимаемой трубки. 


$ 75. 0 дефоркащяхь оиммотрично нагруженной офернчеекой оболочки, 


Задача о расчетВ тонкихь оболочекъ, имзющихь сферическую сродин- 
ную поверхность, встрёчается при рётени цфлаго ряда практически важ- 
выхь вопросовь. Съ ней мы имфомь дфло при расчета сферическихь 
днищъ Котлонъ И равличнаго рода резервуаровъ, при расчетв непроницае-, 
мыхь переборокь въ паровых турбинахъ, при расчет купольныхь сводовъ 
й т. д. Наиболве просто зта задача рёшается въ двухь крайнихъ слу- 
чвяхь: 1) Когда оболочка подъ дьйствьемъ приходнщихся па нее нагру- 
зокъ деформируется такъ, что напряженями отъ ивгиба оболочки можно 
пренебречь по сравненцо съ напряженями, соотвытствующими растяже- 
вямъ серединной поверхности.. 2) Другой край Й случай мы получаемъ, 


1) Сы. шьшу работу, Изв, Елев. Шох. Инот, 1910 г. 
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когда напряжешями оть растяжовя соредипной поверхности можно пре- 
побречь по сравнению съ папряженями отъ изгиба, 

Первый случай встрчается пря расчет сферическихь днищь тонко- 
стшыхь ровервуаровъ, подвергающихся дЪйствшю равпомфрнаго внутрен- 
‚няго давлешя. Далфе мы увидимъ, что въ частяхъ атихъ дпищь, удален- 
ныхь оть онорнаго коптура, напряженя изгиба нв велики, и мы ими 
можемъ пренебрегать по сравнешю съ напряженями, соотв тетвующими 
растяженно серединной поверхности. У опорнаго контура, вслфдетве 
закрфолегй, мотуть получиться весьма значительпыя напряженя изгиба, 
инфющя характер мастеных напряжешй, и для ихъ опредёленя не- 
обходимы дополпительныя изслЗдовая. Но ееяи опорпыя закрёплешя 
сферической оболочки допускають свободпыя ращальныя персмёщеня 
точекъ контура и свободныя поворачиван!я краевъ оболочки (яодвижно- 
онертый край оболочки), то напряжешя изгиба вездВ остаются налымя 


и мы можемъ получить зполн% удовлетворительное приближенное р®ше- 
ше, разсматривая лишь 


деформащи растяжешя се- 
редипной поверхности. 

Со вторымъ крайнимъ 
слутаемъ, когда преобла- 
дающую роль играют на- 
пряжев}я изгиба, мы встр}- 
чаеися при изслёдовани 
колебанй но замкнутой, 
тонкой сферической 060- 
лочки '). Подобныя дефор- 
маци, ве сопровождаю- 
щяся растяженями сере- 
динной поверхности, дол 
жны играть существенную роль въ вопросф объ устойчивости сфериче- 
ской оболочки, подвергающейся дВйств!ю равном рнаго наружнаго давлешя. 

Для полнаго рЬпешя вопроса о папряжешяхь и деформащяхь въ 
симметрично загруженной сферической оболочк#, составимъ соотвт- 
ствующря дифференщальныя ур-]я равноввол. 

На чертежв (141) представлено меридопальное сбченёе сферической 
оболочки, на которую дёйствуеть нагрузка, симметрично раснредфлепная 
относительно оси 00. Вырьжемъ изъ оболочки безконечно малый эле- 
ибить двумя меридональными сфчен!ями, наклопенными ‘подъ угломъ @ф 


фиг в 
Черт. 141. 


2): Вопрофь о пибрыцияю еферической оболочки, не ооспровождяющихоя реотя- 
энов!емъ оербдивной повержноотя, опр шоть Вау аа" омт. бы. Тнеогу ‘о? Воций 
2-06 ивд, ги, Х. А, ВывомЙо. Рьреа, У. 1, отр. 551. 
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другъь къ другу и двумя коническими поверхвостлыи съ углами 0 и 
6 40. Изъ услойй сныметри слфдуоть, что шо гранямъ выдфленнаго 
элемопта, соотвфтствующимъ меридональнымъ сфченянъ, будутъ дЪйство- 
вать лишь нормальныя папряженл, которыл ны можемь привести въ” 
растягивающимъ спламъ иптенсивности Г) и нэгибающимъ моментамъ 
интенсивности 4, (фиг. 6). По двумь другимъ гранямъ выдфлепнаго 
элемепта, кромф пормальныхъ напряжен!й, приводящихся къ силамъ Т, 
. и парамъ М,, мы будемь имфть также и черерфзывающя силы М, 
Интенсивность внъшнихъ давлешй, приложенныхь къ оболочкЪ, разло- 
жимъ ва двЪ составляющия. Составляющую Р направимъ къ центру 
шаровой поверхности и составляющую @ направимъ по касательной къ 
меридану въ сторону возрасташя угла 0. Эти паправлешя примемъ за 
оби зна и соотьфтствуюриця перем®шщеня пря деформащи оболочки 
обозначимъ черезъ № и и. 
При нашихь обозпаченяхъ дуги серединной поверхности, соотвфт- 
ствфющя выдфленпому элементу, инфють длины 240 и а5%0 44. 
Ирозктируя вс прпложепныя къ элементу силы ма направленя 
осей х ия и составляя моменть этихъ силъ отпосительно третьей оси, 
придемъ къ такимъ дифферевщальпымъ ур-фямъ равноввсьт: 


2 (г, азт 04 0 — Мазт 04 — 7,0080 ву без 0400, 
5 (№Мазт0 4$) 4 +- Тгазт 0 а 0 -- Т,азт 0 ад 90 -- Ризт0 490 =0 


20.908 40 — М, 46050 9440 — №а’ т 0 аб =0 


Откуда, послВ сокращешй, получаемъ систему ур-й 


Е + (Т, — Т) 906 — М-+ 9а=0 
А + мар -- 1, +Т, - Ра=о0;..... (280} 
ом } 


г + (м, М,) 00 № =0 


Входяция въ эти ур-]я усящя Т,, Т» и моменты М, и М, могуть 
быть выражены теревъ перемёщеня м и *. Начнемъ съ опредзлешя 
растяженй серединной ‘поверхности. Растяжен!е ©, вдоль касательной 
къ меридаву будеть зависть, какъ отъ ‘ращельнаго перемфщеня +, 
такъ и оть переизщеня м и предётавится такой ф-ой 


2 
аа: -. . 8) 
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Растяжеше е, соотв?тствуеть удлиненшо дуги параллельнаго круга. 
Если принять во внимане, что радусъ этого круга, равный а #0, 
получаеть, благодаря перемфщешлмыь и и г, приращове % с08 @ — 080, 
то получимъ 


Т.о... (282) 


© 
1 


Найдемъ теперь выражешя для изыфнввя кривизны сферической 
оболочни при деформащи. Чтобы найти измёнеп!е кризизны неридональ- 
наго сфченя, воспользуемся ф-ой (89) [стр. 79], которую мы получили 
при раземотрфв!и изгиба кругового кольца. При ввятыхъ обовначеняхъ 
искомое измфнене кризивпы представится такъ 


1 +) 
в(° 4 }› 


и мы, иа основави (251) и (281), будемъ имЪть 


1 Фи 1 74% 1 [44 ‚ ил 
а на -Нд - ] = 283) 
а ( в) аз (= ии} 
Разсмотримъ топерь изиёнен!е кривизны, соотвфтствующей нормаль- 
ному сЪченю, перпондикулярному къ плоскости меридана. Какой либо 
элементь мерищана ия (чорт. 142) при деформащи оболочни займеть 
положеше 9 п,. При этомъ новый ра- 
дусъ кривизны АВ будеть меныше а, и это 
уменышен!е, какъ легко видВть изъ чертежа, 
равно 
ю-- 


ав 
3“ 6190 


Соотвётствующее  измфнене кривизны 
представится такъ 


Черт. 142, 1 4и 
= = Я #90 


и мы, на основаны (251) и С будемъ имЪть 


ЕТ ) + 1 (ше — в) = ео ( + ®). (284) 


Теперь усимя т, Т. в моменты. М, и М, легко выражаются. 4е- 
ревъ поренфщеня при помощи иввфстныхь ф-ль (263) и (254) 


5 (65 = 98,) | 


.. @) 
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Вставляя это въ ур-я (280), ны придеиь къ тремъ ур4янъ, заклю- 
чающимь три неизвфетпыя фи и, ги М. Если эти ф4и будуть най- 
допы, то сейчасъь же находятся выражешл для папряженш изгиба и 
напряженй, соотвЪтствующихь растяжонию срединной поверхности. 


$ 76. Раочеть сферической оболочки съ подвижно-опертыми краями, 


Предположимъ, что опорнымъ контуромь симметрично загруженной 
сферической оболочки является одипь изъ параллельныхь круговъ. За- 
крфаломя по этому контуру допу- 
кають свободпое перемщеи!е въ ра- 
Дальномъ направлен!и и свободное 
поворачиване опертаго края 0бо- 
лочки относительно касательной къ 
опорному коптуру (черт. 143). 

Въ этомъ случаВ, какъ мы уже 
упоминали, можно получать прибли- 
женное рёшепе задачи, если прене- 
бречь напряжешями изгиба и при- 
пять вЪ расчеть лишь папряжея, 
соотвфтетвующя усищямь Т, и Т,. Тогда урчя (280) приведутся къ 
такой системё ур-й 


Эт, 
Е (Т, — ТГ.) 90 -- 9а =0 
я" 99 ..... (85) 
Т, + Т, + Ра =0 
Исключая изъ этихь ур4й Т., получиыь для опредвленя Т, такое 
дифферепщальное ур-16 
т, 
98 
Интогрируя полученное линейное дифферевщальное ур4е нерваго 
порядка способомъ изыВнешя проиввольныхь постоянныхь, понучинъ 


т. = 258 — /[{е НИ ни) в 


Отсюда легко находятся рёшешя для различныхь частныхь случаевъ 
нагрузки. Возьмеиъ, напримфрь, нагрузку собственнымь вфсомъ. сли 
черевъ 1 обовначимь вфсъ единицы объема оболочки; то для разематри- 
взомаго случая будемъ имфть 

р: 110086: 9 = 1850. 


Черт. 143, 


+21, 990 = — «(Роб -= [#)} 


0, П. Тамотенко: 25 
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Всетавляя ото въ общее рёшеше (а), вайденъ 


и (Сб -+- Вс 0) 


т, = ий 


Произвольную постоянную С нужно подобрать такъ, чтобы въ вершин 
оболочки, при @ == 0, усия Т. оставались конечными. Этому условвюо 
мы удовлотворимъ, если положимъ 


в=- 1^. 


Тогда будемъ имфть 


Т, = — (@Р-- Г) = — в1й ыы 


Т — 6080 
зар 0 


Въ нижеслвдующей таблиц нриведевы зпаченя скобокъ, входящихь 
въ выражоня для Х; и Т., при различныхь значеняхь угла 0. 


5 еее | | 

1 — 6080 . | у 
но Го о [ра 0,585 Го [ов | 0,66 в [о | 0,858 | 1.000 
об 190 04500 [во 0,125 | 0,330 [боя [ово] оной лю 


Въ воршинв оболочки усиля 1) и Т, сжимающ и разны по во- 
личин—0,6 ат. Съ увеличешомъ угла 0 сжимающее усиле ФТ, все 
возрастветь. Усилю Т, убываоть по абсолютному значешю и при 0 п- 
сколько большемъ 50° пороходить черовь пулевое вначоше, обращаясь 
зъ растягивающее усилге. 

Ясли бы сферическая оболочка въ воршинз не была сомкнутой, а 
имфла бы отверсце но параллельному кругу, соотвфтетвующему углу 0», 
то произвольную постоявную О зъ общемъ интеграл (а) нужно было 
бы подобрать такъ, чтобы по внутроннему контуру, который мы будемъ 
считать свободнымь оть усилй, величина ‘1’, обращалаоь въ нуль. Для 
эгого нужло положить 

в=— 780080, 


и мы сойчась жв можемъ составить ф-лы для Т, # Т,. 

Разематривая полученныя такимъ образомъ рётенл задачи какъ 
первое приближеше, мы можемъ при помощи ф-лъ ‘предыдущаго пара- 
`пафа получить дальнёйпия приближешя и учесть влян!ю напряженй 
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изгиба па найденныя нами приближонныя онззешя 7, и Т, *). Выти- 
числеше дальпёйтихь приближей!й ведется въ такомъ порлдк®. Сначала, 
пользуясь пайдепиями вышо приближенными значеными Т; и 1, вы- 
числяемь при помощи извфетпыхь ф-ль 
р р 
Т, = 8, (р 9); Т, = и (е, +6). . (5) 
соотвфтствующея зпачошя перенфщошй 4 и ю. Вставляя эти величины 
1 въ ф-лы (283) и (284), паходимъ х; и х„ при помощи которыхь нахо- 
димъ иорвое приближене для изтибающихь моментовь М, и М.. Для 
полученя далью8йтихь приближешй поступаемъ такъ: Найдепныя зн8- 
лешя М, и М, вставляемъь въ третье изъ ур-й (280) и паходимъ изъ 
пого перерфзывающую силу №. Тогда первое и второо ур4я той же. 
системы дадуть возможность найти второе приближеше для усилй Г, и Т,, 
при помощи которыхъ можно получать дальнфйоця приближен!я, повто- 
ряя расчеты въ прежнемъ порядк®. 
Примёнииъ это къ равемотр8нпому выше случаю дёйстия па сфе- 
рическую оболочку собствоннаго вВса. Ф-лы ($5) перепитутся при этомъ 


такъ 
1 — 2030 #0 


== (е, = се}; 
ай (0 — а се,), 


и мы изъ пихъ легко находимъ выражешя для в; и е,. 
Для получешя перемфщот!й, обратимся къ ф-амъ (281) и (282). При 
помощи этихъ ф-ль находимъ 


4 мб а — 6) 


Интегрируя это ур-ю, получаемъ 


из анио (0+ | 


Тогда на основеши (282) 


о ар — 0 (0+ [аа], ... (287) 


— 6: 
- и). (.... (88) 


2) Приводимый ияжо пр!оиф прибииженной оцнки вапраженйЙ пегиба въ 
случаф подвижно опертой оферичеокой абодочик ирннодаежить Н. Вещёпегу См. 


ЗРоввовгЫ Е МВег-Вхозаи. 1919 х. 
26* 
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Подставляя эти результаты пъ ф-лы (283 и (284), получаемь дл; 
изыВнешй криваалы х, и х, тая зпачеяя: 


4 — е,) 
Ра 


- 6108 


= 6490 (е, — | 


Вставляя это въ извфстныя ф-лы для моментовъ [ф-ла (а) $ 75], по- 
лучаемъ 


мм! +9049 


"= 18 1-я 600 


Напряженя оть изгиба для точекъ наружной и внутренней поверх 
ности оболочки по абсолютному значешю будутъ равпы 


вм, _1А (+9) (2. == 5) 
та тв 
Отношене отихъ напряжевй къ напряженямъ оть сжимающихь уси- 
ий Т, продставится такъ 
& (1-92 8) 


24 1 


608(. 


6 
0. 2 
6086.2 005 Е 


Это отношен!е достигаеть наибольшаго зиачешя въ вершип? обо- 
лочки, гв оно равно 
В и-э (2+9 >38 *, 
в 1—с в 

Мы видимъ, что при маяыхъ толщинахь обоночки павряжетшя изгиба 
при дёёств!и соботвевнаго вфса будуть малы по сравнепо съ напряже- 
ями, соотв®тетвующими усимямъ 7, и Т.. 

Жеяи бы мы для разематриваомаго случая пожелали вычислить даль- 
нЪйция приближеня, то поступая, какъ было указано выше, мы нашла 
бы для усимй Т, и и значеня, отличающяся оть перваго приближо- 

‹ я членами порядка , 

Олфдовательно, при * раслеть нодвижно опертой сферической ободочви; 
находящейся подъ дёйстыемъ собетвениаго вфса, можно пренебрегать 
изгибомъ оболочки и принимать въ расчеть лишь усия Т;, и Т.. 
Этинъ соображещемъ можно воспользоваться при раечеть купольныхь 

° сводовъ. При малыхь толщивахъ свода мы можемъ получить для точекъ 
удаленныхь оть опорнаго контура достаточно точныя выраженя для на- 
пряжен!, пренебрегая напряжениями изгиба. Манряженя у опорнаго 
контура-могуть быть получены лишь нутемь рёшеня ур-+й (280). Кь 
этому рЫченцо мы теперь и нереходимъ. 


— 4% — 


$ 77. Общее рьшене ддя сишметрично загружевной сферической 
ободочки. 


Въ случав подвижно опертыхь краевъ мы можемъ, какъ было пока- 
запо, получить достаточно точное для практическихь приложен рзше- 
не путемъ послёдовательныхь приближен. Для полученя рьшен$я при 
другихъ способахъ закрфилен!я края оболочки нужно обратиться къ 0б- 
щимъ ур-нмъ (280). Мы можемъ нфсколько упростить эту систему, есяи 
воспользуемся интеграломъ первыхъ двухъ ея ур-1й: 


, 2па 30 (Т,5т0 + М 6050) = —-2*Е(0),..... (а) 
ГД 
2 (0) = / (26080 -- 05т0) 5т090 4 С 


Надлежащее впачен!е постоянной С опредфияется изъ условй сга- 
тики. Легко видёть, что лфвая часть равенства (а) представляеть собой 
проекцию на ось симметрии (черт. 141) усий, распредёленныхь по сёче- 
ню ‘сферической оболочки конусомъ съ углоиъ при вершинВ равнымъ 20. 
Слвдовательно 2т. (0) представляеть собой проекыю на ту же ось с0- 
отвётствующей нагрузки сферической оболочки. 

Въ каждомъ частномъ случаВ вычисяеше 2 (0) не представить ва- 
труднен!й и тогда мы при помощи второго изъ ур4й (280) полу 
чаемъ ” 

ам 


7 50+ Т, 5? 0 = Раз 0 — 


20) _ 
т 0... ©) 


Присоединяя къ (а) и (5) третье ивъ ур- (280), нолучаемъ си- 
стему, къ рёшеню которой сводится расчеть сферической симметрично 


загружепной оболочки. 
За основныя перемнныя примемъ въ дальнзйшемъ. величины Пи7, 


опредфляемыя такимъ образомъ \) 


1 ‘@и 
(= аз, 100 м) наи ..... © 
Въ такомъ случаё изь (а). и ($) получаемъ 
1Р®. о 1И -2® 
Т, = 29 07 — 5 ЯН т, 2 —аР-+ 288) 


3) Теной выборь первмённыхь попволитЕ въ Дельпёйтемнь лривоста нап 
ур4я жъ удобиому дии интегрировашя виду. Впервые этп леремфпвыя аведоны 
Е, певалег оиъ, Си. питиролавную выше” о роботу (стр. 403). 
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На основав припятыхь обозначенй (6), ф-лы (283) и {284) пе- 
репишутся такъ 
1 0. 


а ют 10 |НА (289) 


Ветавляя это въ выражевшя для изгибающихь моментовь М, и М 
предетавимь третье изъ урй (280) такъ 

40, ви 

ГО 0 


2 


ооо — оч дб + ао (... (@) 


Или, вводл для сокращешя письма обозначон!е 


1 и6@ | 
( зия| зт 0 “< = - 1)... (0) 
получаемъ 
ри -б=-7....... ..@ 


р 


Для получешя другого ур-фя, свявывающаго первифиныя 07 и Г, 
воспользуемся ф-ами (286) и (287) предыдущаго параграфа. При по- 
мощи этихь ф-ль паходимъ 
1 @& 4е, 
=: (+) =2% АН 6190 (6, —е,) . 


Ветавляя вмфсто е, ие, ихъ значеня 


1 1 и 
= вр: — Тв = д Ч — 97), 


мы, ва осповани (288), получим, 


Фи а 
ай = эй = т 00 — Я (70 —%-+ 
р 

бд фа +99 ......... (8) 

Или въ сокращешномь вид’ 
ГР +7 = Ей —Ф(),........ (®) 

тд 

О и —#1-+99....... (в) 


=; = ИРИ, дут, 
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то ур-я (/) и (9^) перепишутся вф такомъ вид 
Т([,) — с0, = а7 
Т(Р) гаР= ай, — $0) 
Вопросъ о расчет6 сферической синметрачпо загруженной оболочки 
сводится такимъ образомъ къ рылешю двухъ созокунныхь дифферен- 
щальныхь ур-й (#) второго порядка, Въ цфломъ ряд сяучаевъ удабтея 
найти частное рЪиеше зтихъ ур и привести такомъ образомъ задачу 
къ тому случаю, когда па оболочк® нфтъ нагрузки [Ф (0) = 0] и па- 
пряжешя возникають лишь благодаря дзйстейю усалЁй по опорному кон- 
туру оболочки. Дифферепшельныя ур-я (#) перепишутся при этомъ такъ 
(0) -90, = а7 
(У) + 7 == ай, | 
Опродфляя изъ второго уруя 7, и вставляя ого въ порвое ур-е, 
получим для величины У такое дифферепщальпое ур-е четвертаго 
порядка 


тв 


Тому же ур-ю будеть удовлетворять такжо и величина (7. 
Ур-е четвертаго порядка (290) распадается на два урфя второго 
порядка такого вида 
ЕР) наьР =9 
во] 


„Легко видфть, что интеграль каждаго изъ этихъ-ур-й будеть въ то 
же время и интеграломь ур-я (290) Возьмемъ, напримфръ, первое изъ 
ур-й (п). Изъ ного имфенъ / 

Е(У) = ААУ; ЕЁ (ТР) = — (РГ) =-ЬТ. 


Слфдоватольно, рёщевя втого ур-фя будуть удовлетворять ур-№ю 
{290). То же можно показать и для второго ур- (я). 

Замтимъ още, что если. ® - %# будеть рытенемъ перваго изъ 
ур-й {(®), то т — # будоть удовлетворять второму ур-шю той же еи- 
стеиы и мы можемъ, слБдовательно, ограничиться . разсмотрёнемъ лишь 
одного ивъ етихъ ур-й. 

Первое изъ ур-й ("), яа основав и обозначеня (6), порепишется 

у 
а ` 
в + бу 900 — Ум м = че, (р) 


такъ 
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Вводя новыя перемВнныя 2 


= 86, ее. . : 
8 р У; #= 97, (©) 
получимъ для 5 такое ур-е 
48 [5 45 а, 
2 пе 2) в + +51 0;...8 
которое принадлежить къ урлямъ 2:0 
ха + п — ав и — «Ву =о... (0) 


Ур-я ($) и ({) можно привести къ совпадепю, осли положить 


3: ИБ в Зв Иа? 
= й ры ку 0 


Ивтеграль ур-Ёя (#) будемъ искать въ форм такого ряда 


1=2; а 


= ААА... ... (*) 


ели мы пставимъ этоть рядъ въ ур-+е (#) в приравпяемь нулю - 
коэффищепты при каждой степени 2, то получимь такую зависимость 
между коэффищентами Ао, А,,. . .рядв (#) 


—_ абв (В-+"-—1 
4, = 4. паж | 


Интеграяь ур-я (#) представится такимъ рядомъ 


ав ая ПВ 1) 
у де эта и + 
а (&-+ 1) (а-+2)8 8+1) 8-2), 
= тазачуа-+9 2%...) 


Этоть рядъ называется зиивреометрическине. Онъ будеть безусловно 
сходящимея для вобхь значешй 0 меньышихкъ единицы и мы можемъ инъ 
воспольвоваться для представленя искомой ф4и 9. Вводя для сокраще- 
вйя обозначене 


паи 18 ЧГУ —=. . (91) 


1) Призоднмов лиже ие т принедложить В. Мавацегу. Ом, Рауз. бе|войт. 
В4. ХТУ (1918. 2.) отр. 348. 
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Мы можемъ интеграль ур-я (5) написать такъ 


ро ("Ш №, 
5. 4+ е5* т. 98. °*. 


..) . (292) 


Второй интеграль того жо ур-я получается нёсколько болёе слож- 
нымъ путемъ ') и можеть быть представленъ въ такомъ видВ 


5, = 055, т $(5), 


гдв Ф (2) представляеть собой степенной рядъ, сходящийся при [2] < 1. 
При # = 0 интеграль 5, обращается въ безконечность. Поэтому мы 
въ дальнзйшемь, при разсмотрёни напряженй въ сферической обо- 
лочкВ, не имфющей отверсмя у своей вершины, можемъ ограничиваться 
рёшешемъ (292). 
Раздфляя (292) на дЁйствительную и мнимую часть, можемъ па- 
писать 
У, = 5,580 =, ее. () 
тдВ 9, и Ч, ряды, расположенные ло возрастающамь сгепенямъ х. Ко- 
эффищенты атихъ рядовъ найдутся изъ (292). Къь тёыъ же рядамь мы 
придемъ, какъ было показано, также и при рашени второго ур4я си- 
стемы (и). Слёдовательно, при разсмотрни сферической оболочки безъ 
отверсмя въ вершив}, мы можемъ интеграль ур-+я (290) написать такъ 


У=а а, 4, еее, (м) 
ГВ а; и &, произвольныя постоянный. 

Два друйя рёшешя этого ур-Ёя 4-го порядка, обращающяся въ без- 
конечность въ вершин® оболочки (при 2 = 0), нужно въ данномь слу- 
ча# отбросить. 

Перейдемь телерь къ опредвленю ф-ш 0. Вставляя зпачеше У, въ 
первое ур-16 системы (=), найдемъ ‘ 

(4) = №7. ; = 
Второе изъ ур-Й (#) даеть намъ 
ап, = ЕвП = Г (У) зу 
`Слёдовательно, на основани (%) 
_ НО = (4,3 -— вв) 9, + (в +в, .. (м) 

Имфя фуикщи 07 и 7, мы на осповаши (288) и (289) находимъ 

для того случая, когда уситя приложены лишь по опорному коптуру 


1) Разиичныя формы иртограловь тепергеометричеоникь урчИ. Сы. !етапл- 
УТеЪак, Пе рагМоПеа ОИТогенв]-СЛосьапет 11 В, (1901 г.) стр. 8-29, 
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сферической оболочки: 


1 рай 
Т= 100; 1, = -фС .. (93) 
2/40 \ 
М, = — По 9%) =— (т 008 
| 294) 
#2) аи 
7 _ я) = — -- + 
М, = - (и + а) т (био в п) 


Для онредфленя перомщенй мы можемъ воспользоваться ф-ами (286) 
и (287) предыдущаго параграфа. Ракимъ образомъ общее рЪшенше за- 
дачи о напряжешяхь въ симметрично загружеппой сферической оболочкь 
можно считать закопченнымь. Замфтамъ здесь, что такимъ же образомъ 
рЁшается задача о напряжешяхъ въ симметрично загруленной кониче- 
ской оболочкВ и въ оболочкВ, имъющей тороидальную серединную по- 
ворхность '). Въ тВхъ случаяхь, когда толщина оболочки весьма мала 
во сразленио съ ращусомъ и центральный уголь, соотвётствующй 0бо- 
лочк% пе малъ, выгодпо выВсто намфченнаго здфсь рВшешя воспользо- 
ваться ассимптотическимъ иптеграровашемь ур-я (290) *}. Цаконедь, 
къ рьшешю той же задачи могуть быть примЪнены приблажептые 
приемы иптогрированя соотвВтствующихь ур-, основапные на пользо- 
ват!и конечными разностями °). Эти пр1омы даютъ вовможноств’ кяйти 
приближенныя зпазейл папряжонй въ случа оболочви перемВниой 


$ 78. Правтячесвйя приложещя получекныхь результатовъ. 


Расчеть оферичоской оболочки, паходящойся подъ дЪНотв!омъ задаппой слы- 
метрячно распредЬяопяок пагруака, праходятоя пачипать съ разыскав!я частного 
рьшеня для ур-Н (К) предыдущего параграфа. Ффшеше это для случаевъ, яап- 
болфе часто вотрёчающихся па практикф, папримфръ, дая репномфрпаго дарлены, 
дЬНотыя соботивиноо зЪоа, пли дЬфютыя доптробыжной силы, ооотавтотвующей 
эращению отпооитольно оси сямматри, находитол безъ всякихъ затрудногй. 

Особенно простой результоль получаетон при дьйсници раенолириоло деления 9 
(черт. 144). Въ втомъ олучав офорпчебкая оболочпа получить равиомфрное сжевиче, 
пе сопровождающееся изгибонъ. Мы будемъ ямёть „ 


Р=ф 9 (0=0 


1) См: цитироваипую выше работу 1. Мо!вапег”о, 

*) Сы. 0. Вштепейа], Ргое. 0ё пе ПНВ 1абогтаь Оопзг. ог Мао. (1912) У. 
П отр. 819. Ом. таюже ношу работу: Въот. О-ва Тоха: 1918 г, 

9 бы. Е, Роокваизог. хр. м. 6неог, Опбетвмой, ВегИи 1913 г. Е. КейЙег, М1ве!- 
1Чиден @, Богбониикаагь, Н. 120, 
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При дийстяв собетвенною вюса (черт. 145), нагрузка, приходицаяея на единицу 
ловерхности, раянь 1% ==4 п мы будемт, лить 
Ч=ие Р= ен, Ф (= 099, (2-4 дат 6. 


Поли приназь во п что 


роб а [ 5001 м] отб аь 0 = — зб, 


8 
то дегко подобрать частное риве ур (№) въ таной форыв 
=: 480, У = Ви, о. (8) 


тд Ап В--падиожащимт обрлаомь вабравпые постоянные коэффлщенты. 


и 


Зорт. 144. Зерт. 145. 


385 случшь фийстуи центробуюжныхь сна (черт. 146), горлаонтаньное усе, при- 
ходязщевся ив единицу по- 
лерхности оболочии, будоть 
"равно 


ы=. мов, , 


ГДЪ © соолвфиотнующая угло- 
цая скорость. 
Въ такомъ случав 
9=406 рык в Ияй, 
о а, Во) вай. 


оли принят во ваямыне, 
это ‘ от 
Снт 0) = — быв зб, Нейт 146; 


то можно легло подобратё чаотное рыдене ур-1 (Е) въ такой форм 
0, = — 20, мп 6едё 1, У=- 60, 9%0 с 0...,.... (091) 


Цели, не удается подобрать точное ршез!е для ур- (№), томы можемъ восполь- 
зовольоя прибляжейнымь рёшен мт, получаемым путемъ послёдопательвыхт 
пряблизен!й ($ 70). Во вобхь етьжь случаях найденный рытепя, вообуде говоря, 
но будуть удовиотворить уолоыям»ь ввирциешя по опоряему нончуру и мы, для 
подученя подныяо рышешя звдачи, должны къ найдевному для заданной нагрузки 
чтолному рыпензю ур\Й (К) присовдилить рыщен!6-ур- (0. Рылен!я ати [см. ф-яы 
пред, & (1) и (№')] завлючають въ 008 дей проиввольняхь постолнныхь, падиежа» ^ 
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щим пвыборомъ которыхь можно всегда удоплетпорить услошямъ закрЬипен!я 
оболочки по опорпому контуру *). Общ ходь расчета нояенпыт на чпслеяномъ 
примфрь *). Въ дольпЫйиемь мы будемъ пользоваться такими обовпачешями для 
вапряжешй, соотоблотнующихь усшшямт 7, л 1; 


т т 
р =. 


= 7 


Кромф того, папряжешя при раяпомёриомъ нпоружномъ давловш интенепр- 
ности 4 будемъ обозначать чорезъ р, слёдопатольно, 


а 
2=—5% 
Моисимальныя попражюя оть изгибающехъ момонтовъ М; н М, будемъ обо- 
звачоть такъ 


Ножовець дая распора оболочки и соотибтетвующихь этому рёспору папря- 
жен, примомъ обозначен! я 


Н= Т, 056 — Мб =. 


Для мононтовъ М,, М, и для усилй РТ, Т, будемъ пользовоться фчами (298) 
п (294). Что касвется перемфшен!й, то соотефтотвующя пыз ф-лы (286) и (287) 
могуть быть предстазлевы шъ болфе удобпомь для прияоженй видф. 

Прапямоя во венмае, что 


1 11 99 
ила (у - уу), 


пайдемъ 1 у 
у ЕВ . 
ИА а = 


Въ токомъ олучай, при припятыхь выше обозночетяхъ для напряжон!й, полу- 
заемъ ф-лы для перемфщея!Й въ токомъ видь 


ч= баз 0 — Ор, 


№ = 094080 — 5 и +) 


Возьмемтъ такой чиолевиый примфръ; Чугунная оферическая оболочка, для 
которой 


а= 148 оп; А = ош @,=89 о=:0,2 
подвергоетоя дёйствйо резнемфрнаго довленя 4 — 20 В\от?, 
Нужно нойтн напружен!я въ оболочив при розличивось опособахь зоирфплов:я 
ло опорному контуру. Вв ночеотв® перваго опоооба зокрёилены ровемотримъ 
случай (Т) подвлжво оперфыхь краев. Тогдо будемъ имёть ролвомфрпое ожоце, 


'р=- бу =-288 Молл, 


1) Предполигоемъ оболочку безъ отвербщя въ зершицЪ, 

2) Приводимые вижо числопые результаты вавмонуемь иёъ вооьыа интеросяой 
работы №” ВоПе, Зеъмеменееье Вашик. Ва, БЖУТ 1916... отр. 105, Въ втой отатьб 
Нмвюоя приложени рышены В, Мевенего нъ члотёнытъ случаям раочета офери- 
ческихь оболочек. ° 


— 3 


Дия выяспешя вмятя равяпчпыхь слособоль зарёплошя по коятуру на рас- 
предёлон!о нанрямог!, проналодпм» предварительно расчеты для двух частныхе 
случпевь (ПГ) п (1), продотавлемныхь па чертежижь (147 и 148). Черт. 147 о00т- 
вътотвуоть случаю (1), когдь папряжешя въ оболочив вывываютсл равломфрко 
распредфяениыми по конлуру горизонтальными усялимя Н н пагибыощо мо- 
монты М, ровпы пулю. Черт. (148) продотавилеть случай (1), когда по коятуру 
дЬНствують усишя Н и моменты М, подобравные такъ, что края обоночки при 
дефорнаи{и но поворачиваются, т. ©. 


Ги А _ 
ня (у = днь= 


О 


_^_. 


Черт, 147, 


Пронепольный постояпныя въ рышешяжь (%) я (№) продыдущаго пвреграфа 
подберомъ тешеь, чтобы дия случая (11) были выполнены ив ковтурь условы 


= р-- +288 К|ошу М, =0........,6 


Черт. 148, 


н дпя опучая (1) услошя . 
ру == + 238 ЕЦотай) {фу 0. соленое + ©) 

Тогда нвпряжешя р, п рь соотифтотвующи ооредявкой поверхности, лайдутол 
при помощи ф-лъ (298). Ижь ивыфнен!в въ зависимобти отъ 0 предотавиепо ив чер- 
тожаь (149) и (160)`пунитирннми пяяыми. Напряжеп я лагяба р, и р, могуть 
быть наёдены при помощи ф-ль (994). Суммервыя напряжощя отъ изгиба и растя- 
жев!я предотавлевы нь чертежах» оппошными пин{ями, 
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Комбинирул олучаи (1) » (11) съ случаомь рашномфривго слнийя (1), полу- 
чавмт рышешя (П) и (11), для ноторыхь ив опорпомъ коптурь пыфоть мфсло 


теж условна 
то | 820 116) [ =° 
й ‚ 
‘ [шо Верь =. 


Въ случай (1) ефоричеекая оболочиа, иепнтывающия разпомЬриоо дпилоне, 
опирветея ил пдоальпо глодкую плоскость, Въ случав (ГП) по нонзуру приложены 
моменты, которые препитезвують попоричиваню опортаго края оболочки. Непри- 
жопи: ди случавья, (17) в (ПЕ) получался изъ продыдущихь рёшошй при помощи 
танижь охомь 


(- (11) 60806, = (4%); (т) + (И) в08 0, = (Г), 


ось 00, 2». 800 деи 
бо Эри 68а Ааа 
въ 08: Я а вена . 


_| 


Черг. 148, 


Оябдовательно, ва панряжошя могуть быть получены пов тфиъ но чортомой 
.. 149) и (150), воли въ ипхъ ооф ОО замфиить зовой севю 0'0'’ и измфинть мао- 
тдтабу ординать въ отношеп!и 0#4,. 
`- [Для олучаовь (1) п (1) вапряжешя отложены по ординатамъ въ масштаб 
Я са = 800 В/опй, Для (11’) а (Г) маоштвбъ 2 ст = 800 08 89° —692 Кока". Шеро“ 
мфщене оон 0'О'’ относительно ОО равно 288 В/сш? отложеннымь въ новомъ 
масштаб], 
Подобнымь зо обравонь могушв быть получопы олучан (11%) и (111), дя цото- ` 
рыжъ по контуру имютол таза уодов:. 


=0 
ры =0 


Олучей (П") предотавллеть собой оферичесную оболочну съ ненодзижно опер- 
тымъ краемъ, Случай (Г!) осотвфтотвуеть яеподзижно вадфланяому` краю, Можно 


иг &=0 в. 
| идо! вп” 
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показать, что п въ этихъ случаяхъ напряжешл получаются изъ прожиихь черте- 
жоН, вунгно только отсчеть нести оз, осой 0” (" п паять для напряжошй повый 
масштаб 2 сш-= 88,6 усы. ‚ 

Особый практическ пнторось предотавияють случаи (11°) ЦП”), т. о, случаи 
оболочки, ввободно опорто# ва гладиую плоскость иин абсолютно заданной по 
контуру. Подробныл вычиелешя дял этихь случаевь, пропаводенныя при услов{а 
рааличныхь размфропь оболоченъ и различныхъ углахь (, показали, что въ поеьма 
широкихь предфлахь величина расчетпыхь напряжешИ звинспть почти поключи- 
тельно отъ значен!л пропаподешя р 52? 0,, гдф 


в= Ува- и 


ось 00: ст = ВИ Яодти 
ось 002 ст = НЫ 
оее 00". ет = 19/ ворс" 


Чера. 150, 


Это обстоятельство даетЪ возможность продотавить значешя макопмальвыхь 
вопрялюоя!И рии» Дая случаевъ (ТГ) и (Ш/) при помощи простыхь приближоппыхь 
ф-лъ, получеваыхъ па обпорон!и многочпелепяыхь расчетоль 1). Дия Наждего пот 
Этих, случаевь приводим по двё ф-лы, одна неъ нихь относится къ случаю 
малыхь злачен!Й величины рай 6, другая прамйвима при большахь в эй? в, 

(лучей (1) 


в 


„\» 
аи Вь < 1.2; риьтЕ 194 (;) .4. 0080; геев И, 


оу < риьте [ПЧ (56 +344 56, У] 


Ом, цитированную выше работу Г, Воне, 
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СлучаН (П1") (оболочка оъ абсолютно задфланнымт, краем) 


в г \2 й * \? 
т, < ны -9 (;) [и 9038 (+) зи? } „= 


т 0, 


з< $ ат, < 12; ры = 1201. 


Формулы отп состаплоны вт томъ продполощени, что оболочки паготовлены 
паз, литой стали, для которой а = 0,8, 

При помощи отихт, фчлъ легно рёшаотся вопрос о прочности ефорическихь 
оболочокъ, подпоргающихсл дЬйствйо разномфрнаго паружнаго даплешя п закрф- 
плонпыхь по контуру соотифтотвенио спучиямь (11') и (1), 

Мы вдфеь огрепичилнеь разсмотрыцемь обололонь, пе имвющихь отверсия 
зъь воршигиф. При наличпостн отлорет!я пообходимо обратиться къ полному инте- 
тралу диффоренцильнаго ур-ш (200). Распоряжалоь чотырьмя пропавольными 
постолиными, можно удовлотлорить услошямь по только по опорному ковтуру 
оболочив, во и условймтъ по краю отворот, Произведониыя дия зтахт, олучаопт, 
пычислеия показыпають, что усплуя, раопродфяопныя по ираю отпероти, мало 
влЫяють во папрящешя у опорного коптура, а танъ какь эти послёдшя обычно 
являются максимальными, то, олёдоватольно, при проийреБ на прочность сферн- 
ческой оболочки от, отверомомт, изъ першипф, позможио обынповонно пе очиталься 
съ порораепродфлошомъ напряжош, вызываомымъ паличностью отпоретя, п ноль- 
зовалься ровультатимн, получоннымн для оболочень бозт, отворот, 


